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ĂJav²t§sra idŖdet ne sajn§ld. A jav²t§s is alkot§s. 

Gyºngy, gy®m§nt, ha csak bors·nyi is, ®rt®kesebb ma-

g§n§l a koron§n§l. S ha egy nap csak egy gy®m§ntsze-

met alkotsz is, egy mondatban vagy csak egy sz·ban: 

gyŤrŤbe illesztett®l dr§gakºvet.ò 

 (G§rdonyi G®za) 

 

Néhány bevezető gondolat 

 

Az ellenŖrz®s minden ²r§sbeli ®retts®gi vizsg§n megjelenŖ, problematikus t®makºr. A 

neh®zs®g®t elsŖsorban a defini§latlans§g okozza: maga a fogalom ®rtelmez®se, az alkalmaz§-

si kºr k®rd®se, a v®grehajt§s m·dja ï ezek a feladatmegold§s nem egy®rtelmŤen, nem egys®-

gesen meg§llap²tott r®szter¿letei. 

 

¥sszegyŤjtºtt¿k ®s r®szletesen elemezt¿k a 2005 ·ta tart· k®tszintŤ ®retts®gi vizsg§k el-

lenŖrz®ssel kapcsolatos feladat- ®s megold§sr®szleteit. A vizsg§k hivatalos jav²t§si ¼tmutat·i-

b·l id®zett nagysz§m¼ p®lda tal§n vil§gosabb§ teszi a mondanival·nkat, de ²gy az anyag meg-

lehetŖsen hossz¼ terjedelmŤ lett. Ez®rt az §ttekinthetŖs®get egyr®szt sorsz§moz§ssal pr·b§ltuk 

megŖrizni ï ezek alkalmank®nt egy-egy j·l kºr¿lhat§rolt probl®makºrt azonos²tanak. M§s-

r®szt a gyŤjtŖmunka ®s az elemz®s sor§n kºrvonalaz·dott fontosabb meg§llap²t§sokat, javasla-

tokat kiemelt¿k. Ezek kivonatol·, ºsszefoglal· jellege tal§n kºnnyebben em®szthetŖv® ®s 

jobban §ttekinthetŖv® teszi az ²r§st. 

 

Jelenleg nem tal§lhat· kºzismert, kºnnyen el®rhetŖ, a t®m§hoz kapcsol·d· szakiroda-

lom, hi§nyp·tl· munk§nk ez®rt elsŖsorban tan§r koll®g§ink sz§m§ra k®sz¿lt. C®lunk egy-

r®szt az volt, hogy a t®makºr kiss® k®pl®keny fogalmait, elj§r§sait igyekezz¿nk egys®ges²teni, 

®s ahol lehet egy®rtelmŤs²teni; m§sr®szt a p®ld§k elemz®s®vel, bizonyos kºvetkeztet®sek meg-

fogalmaz§s§val a tan²t§si gyakorlaton kereszt¿l seg²ts¿k a di§kok felk®sz²t®s®t. A pontoz§si 

¼tmutat·k elemz®s®vel jobban meg®rthetj¿k az ®rt®kelŖ-jav²t· munka Ăszellemis®g®tò, ez§ltal 

megkºnny²thetj¿k az elkºvetkezŖ dolgozatok ®rt®kel®s®t; a tan§rok seg²ts®g®vel pedig fej-

leszthetŖ a vizsg§z·k ²r§sbeli munk§j§nak, a megold§sok kidolgoz§s§nak a sz²nvonala. 

 

Mivel az ellenŖrz®s t®makºr®hez szorosan kapcsol·dnak az eredm®ny, v§lasz, pontos 

®rt®k fogalmak, ²gy n®h§ny olyan r®szletet is kigyŤjtºtt¿nk, amelyek erre a t§gabb feladatkºr-

nyezetre jellemzŖek. Igyekezt¿nk m·dszeresen, kategoriz§lva feldolgozni az anyagot, de az 

eg®sz t®makºrre jellemzŖ egyfajta kettŖss®g. A szakmai ig®nyess®g nagyfok¼ precizit§st kº-

vetelne meg, de a t®ma jellege miatt ez nem mindig lehets®ges ï gondoljunk p®ld§ul a szerep-

lŖ fogalmak defini§latlans§g§ra. Ugyanakkor az ®retts®gi vizsg§n pontokat lehet vesz²teni a 

helytelen vagy hi§nyos ellenŖrz®ssel, a dolgozat eredm®ny®nek pedig komoly t®tje van ï ²gy a 

k®rd®skºrt gyakorlati szempontok szerint is meg kell vizsg§lnunk. 

 

A t®m§ban gyakran csak kºr¿l²r§ssal megadott, nem egy®rtelmŤen defini§lt fogalmak-

kal dolgozunk. Az ellenŖrz®s, eredm®ny, v§lasz, pontos ®rt®k fogalmak tartalma f¿gghet a 

kºzmegegyez®stŖl, a helyi m·dszertani kult¼r§kt·l, a tan²t§si hagyom§nyokt·l ï a defini§lat-

lans§g (n®ha defini§lhatatlans§g) teh§t a t®ma jelleg®bŖl ad·dik. Ilyen felt®telek mellett a 

probl®m§kra nem mindig lehet egys®ges, megnyugtat· v§laszt adni, ®s sok esetben a kºvet-

keztet®seink sem lesznek egy®rtelmŤek. £szrev®teleket, meg§llap²t§sokat, tºbb esetben javas-

latot is megfogalmazhatunk, de lehetnek olyan tananyagelemek, amik Ărendberak§saò, egy®r-

telmŤs²t®se nem siker¿l. (M®g a nem t¼ls§gosan bonyolult probl®mat²pusok eset®n is elŖfor-



Oktatáskutató és Fejlesztő Intézet 

TĆMOP-3.1.1-11/1-2012-0001  

XXI. sz§zadi kºzoktat§s  
(fejleszt®s, koordin§ci·) II. szakasz 

 

3 

 

dul, hogy kºzvetlen koll®g§ink tŖl¿nk elt®rŖ v®lem®nyt fogalmaznak meg!) N®h§ny esetben 

m§r az is eredm®nynek sz§m²t, ha azonos²tjuk a probl®m§t, illetve a probl®ma m®lys®g®t; 

vagy ha a probl®m§k kezel®s®re tºbb®-kev®sb® elfogadhat· javaslatot siker¿l tennié  

A k®tszintŤ ®retts®gi vizsga bevezet®s®nek korai ®veiben a jav²t§si ¼tmutat·k gyakran 

kºvetkezetlenek, ®s n®ha egym§snak is ellentmond·k az ellenŖrz®s t®makºr®ben. Ez csak 

r®szben indokolhat· a t®ma jelleg®vel. Az ut·bbi ®vek ¼tmutat·iban egyes k®rd®skºrºkben 

viszont ®rezhetŖen egys®gesedik a gyakorlat. Az elemz®ssel erŖs²teni k²v§njuk ezt a folyama-

tot ï vagyis hogy az ®retts®gi vizsg§n egys®ges, kºvetkezetes, kisz§m²that· ®s term®szetesen 

szakmailag j·l indokolhat· gyakorlat alakuljon ki. (Az ®retts®gi visszacsatol· funkci·ja miatt 

ez a gyakorlat v§rhat·an a tan²t§sban is ®rv®nyes¿l majd.) 

 

A felhaszn§lt szakirodalomban a klasszikus ®s az ¼jabb t²pus¼, k®tszintŤ ®retts®gi vizs-

g§val kapcsolatos, ismert ²r§sokat sorolunk fel. 

 

Felhasznált szakirodalom: 

 

[1] Luk§cs ErnŖn® ï R§bai Imre (1974): Feladatok ®s megold§sok, Gondolat Kiad·, 

Budapest.[21-22., 35-36., 55-58. oldalak]  

[2] R§bai Imre (1985): K®sz¿lj¿nk egy¿tt matematik§b·l! Gondolat Kiad·, Buda-

pest.[31-33., 43-45. oldalak] 

[3] Dr. K§ntor S§ndor szakdidaktikai ²r§sai a feladatok ®s megold§sok konvenci·ir·l 

(pl.: http://matekold.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Kantor_Sandor/index.html 

[4] Dr. K§ntor S§ndor (2010): Az ®retts®gi p®ldasorok hibajegyz®ke 

[5] Frigyesi Mikl·s (2015): Az ellenŖrz®srŖl (szakanyag) 

[6] Katz S§ndor (2002): Egyenletek ekvivalenci§ja, Tan§ri Kincsest§r, szeptember, 

Raabe Kiad·, Budapest. 

Felhaszn§ltuk az Oktat§si Hivatal honlapj§n szereplŖ hivatalos feladatsorokat ®s jav²t§si 

¼tmutat·kat.  

 

1. Az ellenőrzés fogalma 

 

Az ellenŖrz®s fogalm§t tºbbf®lek®ppen haszn§ljuk a gyakorlatban. Ezek a Ădefin²ci·kò 

persze nem egym§st kiz§r·k, hasonl²tanak is egym§sra, de az §tfed®sek mellett kisebb-

nagyobb elt®r®sek is vannak kºzºtt¿k. 

 

A matematika feladatok egy r®sz®t egyenletek, egyenlŖtlens®gek, egyenletrendszerek 

l§ncolat§nak fel²r§s§val oldjuk meg. A megold§s z§r· l®p®sek®nt meg kell gyŖzŖdn¿nk arr·l, 

hogy a feladat k®rd®s®re adott v§laszunk megfelelŖ ([5] alapj§n ezt elvileg mindig meg kell 

tenni.)  

A megold§s befejez®s®vel, az ellenŖrz®s elvi k®rd®s®vel kapcsolatban a szakirodalom 

egys®ges.  

Az A, B egyenletek eset®n az A = 0  Ý  B = 0  kºvetkezm®ny-§talak²t§s sor§n hamis 

gyºkºk keletkezhetnek, ²gy az eredm®ny¿l kapott sz§mokat ellenŖrizni kell. Ekkor a  B = 0  

megold§sait visszahelyettes²tj¿k az eredeti  A = 0  egyenletbe, s meggyŖzŖd¿nk arr·l, hogy 

teljes¿l-e az egyenlet.  

Az  A = 0  Ú  B = 0  ekvivalens §talak²t§s sor§n nem vesz²t¿nk gyºkºt, ®s nem kapunk 

hamis gyºkºt sem. Ekkor a kapott megold§sok (®s csak azok, azonos multiplicit§ssal) az ere-

deti egyenletnek is gyºkei. A megold§st k®tf®lek®ppen fejezhetj¿k be. Alkalmazhatjuk most is 

a visszahelyettes²t®st, vagy meg§llap²thatjuk az ekvivalens §talak²t§sok t®ny®t. 
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1.1. Az ellenőrzés szűkebb értelmezése – „ellenőrzés = visszahelyettesítés” 

 

Ebben az ®rtelmez®sben az ellenŖrz®s a visszahelyettes²t®s v®grehajt§s§t jelenti. 

 

1.2. Az ellenőrzés tágabb értelmezése 

 

Ebben az ®rtelmez®sben a visszahelyettes²t®st, illetve az ekvivalenci§ra val· hivatkoz§st 

egy¿ttesen nevezik ellenŖrz®snek. Ekkor teh§t az ellenŖrz®s nem m§s, mint ĂmeggyŖzŖd®s ar-

r·l, hogy a feladat k®rd®s®re az adott v§lasz megfelelŖò ([5]).  

 

Megjegyzés: 

A tan§rok kºr®ben nem egys®ges a sz·haszn§lat, mindk®t ®rtelmez®snek vannak h²vei. 

A jav²t§si ¼tmutat·kban is mindk®t ®rtelmez®ssel tal§lkozunk. 

A vizsg§z·i gyakorlat §ltal§ban letisztult, egys®ges: 

ï kºvetkezm®ny-§talak²t§sok sor§n visszahelyettes²t¿nk (nem is tehet¿nk m§st); 

ï ekvivalens §talak²t§sok alkalmaz§sakor pedig vagy meg§llap²tjuk ennek a t®ny®t, vagy 

szint®n alkalmazhatjuk a visszahelyettes²t®st. 

A vizsg§ztat·i gyakorlat ezzel ºsszhangban van. P®ld§ul a jav²t§si ¼tmutat·kban a kikº-

t®s (alaphalmaz meghat§roz§sa) ®s az ekvivalenci§ra val· hivatkoz§s 1-1 pontj§t visszahelyet-

tes²t®s eset®n is megkapja a vizsg§z·. 

 

Egy p®lda: 

 

P.1.2. KSz 2005. május 28. 13. Oldja meg az al§bbi egyenleteket a val·s sz§mok hal-

maz§n!  

a) 4
5

2

2

1
=+

- xx
; (5 pont) b) lg(x ï 1) + lg4 = 2. (7 pont) 

a) (megold§sr®szlet) 
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Az ¼tmutat· r®szletezi az ellenŖrz®s jav²t§s§val kapcsolatos elveket. Az ¼jabb ¼tmutat·kban kiss® m§s a 

megfogalmaz§s, de az elv v§ltozatlan. 

 

1.3. Számolási próba, hibakeresés  

 

M§r az §ltal§nos iskol§ban is igen fontos az ellenŖrz®sre szoktat§s, de itt m®g nem be-

sz®lhet¿nk ekvivalens §talak²t§sokr·l. Az ellenŖrz®s melletti fŖ ®rv¿nk praktikus: ha a felada-

tot meg tudjuk oldani, akkor k§r lenne sz§mol§si hiba miatt pontokat vesz²teni. Vagyis c®lsze-

rŤ ut§nasz§molni, j·k-e a kapott eredm®nyek; ®s ha esetleg nem, akkor m®g mindig meg®ri 

§tn®zni a megold§st, ¼jra neki§llni a feladatnak, megkeresni a sz§mol§si hib§t.  

K¿lºnbºzŖ m·dszerekkel hib§kat is kereshet¿nk: egy p®ldaeredm®nyt visszahelyettes²-

t¿nk, nagys§grendi becsl®st v®gezhet¿nk, vagy p®ld§ul a gyºkºk lehets®ges elŖjele alapj§n is 

kiszŤrhetj¿k a hamis ®rt®keket. 

 

A sz§mol§si pr·b§n most teh§t egy szubjekt²v elj§r§st ®rt¿nk. P®ld§ul egy egyenlŖtlen-

s®g megold§s§ra kapott intervallumb·l pr·bak®ppen ellenŖrz¿nk egy megold§st, ®s esetleg a 

megold§shalmaz komplementer®bŖl is visszahelyettes²t¿nk (ha lehet) egy nem-megold§st. 

Vagy egy m§sik p®lda: tudatosan ekvivalens §talak²t§sokat v®gezt¿nk, elvileg k®sz a feladat-

megold§s; ilyenkor egy (pr·ba)gyºk visszahelyettes²t®s®vel az esetleges sz§mol§si hib§t sze-

retn®nk kik¿szºbºlni. 

 

1.4. Szöveges feladat – a modell ellenőrzése 

 

Kºz®piskol§ban az §ltal§nos iskol§b·l hozott tud§sk®nt m§r sz§m²thatunk a szºveges 

feladatok megold§si l®p®seivel kapcsolatos ismeretekre (v§ltoz·k azonos²t§sa, matematikai §t-

fogalmaz§s, egyenlet megold§sa, ellenŖrz®s a szºvegbe helyettes²t®ssel, szºveges v§lasz). Itt a 

szºveg Ăk·dol§sak®ntò kapjuk a megoldand· egyenletet1. Ez a l®p®s §ltal§ban nem ekviva-

lens, ez®rt az ellenŖrz®s az eredeti szºveg alapj§n tºrt®nŖ visszahelyettes²t®st jelenti.  

 

                                                 
1 Term®szetesen egyenletrendszert vagy egyenlŖtlens®get is fel²rhatunk, a tov§bbiakban az egyszerŤs®g 

kedv®®rt ²runk csak egyenleteket. 
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[3] ®s [5] alapj§n az egyenletbe is visszahelyettes²thet¿nk, ha a szºvegbŖl val· matematikai §t²r§s nem 

kºvetkezm®ny-, hanem ekvivalens §tfogalmaz§snak minŖs¿l. Ez a m·dszertani finoms§g ritk§n val·sul meg a 

gyakorlatban, tal§n az®rt, mert a modell  Ú  egyenlet ekvivalenci§j§nak igazol§sa gyakran igen neh®z. Ha az ek-

vivalens §tfogalmaz§s t®nye nyilv§nval·, akkor az egyenletbe helyettes²t®s el®gg® term®szetes l®p®s.)  

 

A szºveg alapj§n teh§t fel§ll²tunk egy modellt; az itt fel²rt egyenlettel kezelj¿k a prob-

l®m§t; majd a kapott eredm®nyt ellenŖrizz¿k. De hogyan? 

Az ellenŖrz®s szempontj§b·l az®rt bonyolult a helyzet, mert kettŖs ellenŖrz®srŖl van 

sz·. Egyr®szt a fel²rt Ătisztaò egyenlet megold§s§t is ellenŖrizni kellene, visszahelyettes²t®ssel 

vagy ekvivalencia-hivatkoz§ssal; m§sr®szt ellenŖrizni kellene, hogy a kapott eredm®ny ®rtel-

mes-e a modellben. Ez ut·bbit §ltal§ban a szºvegbe val· visszahelyettes²t®ssel tehetj¿k meg. 

A modell ellenŖrz®s®re sincs mindig j·l algoritmiz§lhat· elj§r§s, ²gy a szºveges felada-

tok ellenŖrz®se bonyolult k®rd®s, amit k®sŖbb k¿lºn elemz¿nk. 

Egy egyszerŤ p®lda: 

 

P.1.4. Az ABC h§romszºg oldalai m®rtani sorozatot alkotnak, nagys§gviszonyuk 

c < b < a. Mennyi lehet a sorozat h§nyadosa, ha 19b ï 15c = 6a? 

„Megoldás”: Legyen a h§nyados q > 1, ekkor  19qc ï 15c = 6q2c. Innen 
2

3
1 =q  vagy 

3

5
2 =q . 

 

Itt az okozza a probl®m§t, hogy a Ătisztaò m§sodfok¼ egyenleten t¼l a modell ekvivalen-

ci§j§t is ellenŖrizni kell. Ekkor kider¿l, hogy q2 hamis, mert nem teljes¿l a h§romszºg-

egyenlŖtlens®g. 

 

1.5. Az utols· ellenŖrz®s-fejezetben megadunk m®g n®h§ny tov§bbi ellenŖrz®s-

®rtelmez®st. 

 

2. A fogalommal kapcsolatos észrevételek 

 

2.1. A Ătisztaò algebrai egyenletek eset®n az ²r§sbeli ®retts®gi vizsg§n ellenŖrz®s n®ven 

§ltal§ban az elsŖ k®t ®rtelmez®s jelenik meg. Ekkor p§rhuzamosan k®tfajta, egyen®rt®kŤ elj§-

r§s szerepel: a kºvetkezm®ny-egyenletek miatti visszahelyettes²t®s mellett a m§sik elj§r§s az 

®rtelmez®si tartom§ny vizsg§lata ®s az ekvivalenci§ra hivatkoz§s. (P.1.2-ben ilyen az a) ®s a 

b) feladat megold§sa.)  

 

2.2. A sz§mol§si pr·ba vagy a hibakeres®s alkalmaz§s§t a gyakorlatban §ltal§ban nem 

kºvetelj¿k meg ®s nem is ®rt®kelj¿k. Bizonyos mŤveletekn®l javasolhat·k (p®ld§ul egy sz§-

mol·g®ppel kapott eredm®ny becsl®se), de a tov§bbiakban csak mell®kt®mak®nt ®rtelmezz¿k, 

a tev®kenys®get nem tekintj¿k ellenŖrz®snek. N®h§ny indok: 

ï a kºtelezŖ jelleg szokatlan lenne (m§s tant§rgyakb·l sincs olyan elŖ²r§s, p®ld§ul tºrt®-

nelem ²r§sbelin®l, hogy ĂkºtelezŖ elolvasni m®g egyszer, amit ²rt§lò), a v®grehajt§sa pedig 

nehezen ellenŖrizhetŖ; 

ï szakmailag nem mindig kellŖen indokolt (p®ld§ul n®h§ny gyºk pr·baszerŤ visszahe-

lyettes²t®se m®g nem bizony²tja a tºbbi gyºk helyess®g®t); 

ï ®s v®g¿l a sz§mol§si pr·b§t is el lehet sz§molni ï ekkor pedig tiszt§zatlan helyzet ala-

kul ki, esetleg a helyes eredm®ny k®rdŖjelezŖdik meg. (M®g az is lehet, hogy a sz§mol§si 

pr·ba nagyobb munka, mint maga a megold§s.) 
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2.3. A modell vizsg§lata, ellenŖrz®se gondolatilag ®s technikailag is neh®z lehet. (Ide 

tartozhatnak az ut·lagos Ărealit§s-vizsg§latokò is: egy gyakorlati feladat ®letszerŤs®ge, vagy a 

kapott eredm®ny alkalmazhat·s§ga.) A k®tszintŤ ®retts®gi sorokban p®ld§ul akkor is megjele-

nik ez a gondolat, amikor leszŤk²tett alaphalmazon oldjuk meg az egyenletet, szºveges felada-

tokban vagy Ătisztaò egyenletek eset®n is. Ekkor a vizsg§z·nak kºtelezŖ az eredm®ny®t ºsz-

szevetnie az eredeti felt®telekkel. Tal§n ide sorolhat· a kºvetkezŖ p®lda: 

 

P.2.3. ESz 2006. május 
2. Legyen adott az f: [ï2,5; 2,5] Ÿ R, f(x) = x3 ï 3x f¿ggv®ny. 

a) Hat§rozza meg az f f¿ggv®ny z®rushelyeit! 

b) Vizsg§lja meg az f f¿ggv®nyt monotonit§s szempontj§b·l! 

c) Adja meg az f f¿ggv®ny legnagyobb ®s legkisebb ®rt®k®t! (4 + 6 + 4 = 14 pont) 

 

 
 
Itt az utols· pont (r®szben) a modell ellenŖrz®s®®rt j§r. (Ez a legegyszerŤbb t²pusok egyike, tulajdonk®p-

pen direkt m·don adott a modell ®rv®nyess®gi kºre.)  

 

2. Megjegyzések, következtetések 

 

Az elsŖ ®s m§sodik ®rtelmez®s a di§kok sz§m§ra is kºnnyen ®rthetŖ, elsaj§t²that·. A 

sz§mol§si pr·ba ®s hibakeres®s elemz®se is viszonylag kºnnyen elfogadtathat·, de a modell 

ekvivalenci§j§nak ellenŖrz®se gyakran neh®z gondolat. 

A sz§mol§si pr·b§t az ®retts®gi vizsg§n soha nem jutalmazz§k ponttal. Esetleges v®gre-

hajt§sa a vizsg§z·k mag§n¿gye, ºn®rdek. £rdemes hangs¼lyozni, hogy az ®retts®gi vizsg§n az 

ellenŖrz®s nem hibakeres®st jelent. Nem tilos hib§kat keresni, de az ellenŖrz®s®rt kaphat· 

r®szpontok nem a hibakeres®s®rt j§rnak. 

Az ellenŖrz®sben val· sz§mol§si hib§z§s is elŖfordulhat, ²gy a tan²t§si ·r§n ezt a lehetŖ-

s®get is ®rdemes megeml²teni. 

 

A tov§bbiakban egyelŖre a Ătisztaò algebrai egyenletek, egyenletrendszerek ellenŖrz®-

s®rŖl lesz sz·, ®s ellenŖrz®s alatt az elsŖ vagy m§sodik ®rtelmez®st ®rtj¿k. 

 

3. Az ellenőrzés megjelenése az érettségi feladatokban 

 

3.1. Statisztika 

 

A jav²t§si ¼tmutat·kban feladatsoronk®nt §ltal§ban 1-3 feladat vagy alfeladat tartalmaz 

ellenŖrz®st. Ritk§n fordul elŖ az ellenŖrz®s teljes hi§nya (pl. KSz 2014. okt·ber vagy ESz 

2010. m§jus), ®s ritk§n alkalmazzuk h§romn§l tºbbszºr (pl. KSz 2005. m§jus 29: 13. a), b); 

15. c); 17. d) alfeladatok vagy ESz 2014. okt·ber: 1. a), b); 3. a); 5. b) alfeladatok). 



Oktatáskutató és Fejlesztő Intézet 

TĆMOP-3.1.1-11/1-2012-0001  

XXI. sz§zadi kºzoktat§s  
(fejleszt®s, koordin§ci·) II. szakasz 

 

8 

 

Az ellenŖrz®s ®rt®ke 1-2 pont, kikºt®ssel egy¿tt 1-3 pont, ami a feladat 

ºsszpontsz§m§nak §ltal§ban az 5-15%-a. Az alacsony pontsz§m egyr®szt helyeselhetŖ (a tel-

jes megold§snak ne legyen t¼l nagy sz§zal®ka egy kontroll-l®p®s), m§sr®szt azonban probl®-

m§t jelenthet olyan feladatokn§l, ahol az ellenŖrz®s csak munkaig®nyesen v®gezhetŖ el. 

 

3.2. Kikötés és/vagy ellenőrzés? (egy ºrºk tanul·i k®rd®s) 

 

A tan²t§si gyakorlatban kialakult meg§llapod§s szerint a megold§si sorok egym§s ut§ni 

²r§sa kºvetkezm®nyegyenleteket jelºl. Az alkalmank®nti ekvivalens §talak²t§sokat teh§t jelº-

l®ssel vagy szavakkal (Ăakkor ®s csak akkorò) k¿lºn hangs¼lyozni kell. P®ld§ul azonos egyen-

lŖtlens®gek igazol§sakor §ltal§ban kitessz¿k l®p®senk®nt a ôÚô ekvivalencia jel®t, de az §t-

alak²t§sok ekvivalenci§j§nak alkalmaz§s§ra ï ®rtelemszerŤen ï a megold§s v®g®n hivatko-

zunk. 

A k®rd®st illetŖen a kezdeti bizonytalans§gok ut§n egys®ges a jav²t§si koncepci·. A ki-

kºt®s ®s ellenŖrz®s 1-1 pontja akkor is megkaphat·, ha a dolgozatban nem szerepel konkr®tan 

a kikºt®s, illetve a visszahelyettes²t®s: az elsŖ pontot kiv§lthatja a visszahelyettes²t®s, a m§so-

dikat pedig a kikºt®s ®s az ekvivalenci§ra val· hivatkoz§s. 

 

P.1.2. jav²t§sakor ez apr·l®kosan megjelenik, ®s a pontoz§si ¼tmutat·kra az·ta is jel-

lemzŖ e jav²t§si elv megjelen®se, r®szletez®se. 

Az elv ï amely v§laszt§si lehetŖs®get enged p®ld§ul a kikºt®s v®grehajt§s§ra ï a szak-

mais§g mellett gyakorlati szempontb·l is felt®tlen¿l helyeselhetŖ. Vannak olyan feladatok, 

amelyekben a kikºt®s bonyolultabb, mint a teljes egyenletmegold§s ®s a visszahelyettes²t®s. 

£s persze vannak olyan feladatok is, ahol az alaphalmaz meghat§roz§sa jelentŖsen megkºny-

ny²ti a megold§st. (Vagy az is lehets®ges, hogy egy§ltal§n nem lehet visszahelyettes²teni, p®l-

d§ul mert az eredm®ny egy intervallum.) 

 

3.3. Az ellenőrzés lélektana (elvárások) 

 

Nem nevezhetj¿k Ăigaziò ellenŖrz®snek az ¼jra-megold§st, azaz amikor a kor§bbi meg-

old§si l®p®seket ï vagy esetleg a vel¿k egyen®rt®kŤ mŤveleteket ï ism®telten v®grehajtjuk. 

Ekkor ugyanis a megold§s rossz menet®t vagy a hib§z§st ¼jra elkºvethetj¿k. Az ellenŖrz®stŖl 

teh§t elv§rjuk, hogy m§s mŤveleti l®p®seket (esetleg ¼jdons§got vagy tºbbletet) tartalmazzon, 

mint az eredeti megold§s. 

 

Persze ebben az esetben sem mindig egy®rtelmŤ a helyzet, legyen a p®lda egy tipikus §l-

tal§nos iskol§s felv®teli feladat:  

P.3.3. Megoldand· a  
9

12
8

3

5
32

-
-=

-
--

xx
x   egyenlet. 

 

Az elsŖfok¼ egyenlet gyºke x = 5. A megold§skor a l®nyegi neh®zs®get a 9-cel val· 

szorz§s ut§n kapott ( ) ( )12995318 --=-- xxx  egyenletben a z§r·jel felbont§sa (illetve a z§-

r·jel esetleges kor§bbi hib§s elhagy§sa) okozza. Az ellenŖrz®s sor§n viszont konstansokkal 

dolgozunk, ²gy az egyszerŤbb sz§mol§s miatt a z§r·jel-felbont§s probl®m§ja elker¿lhetŖ. Az 

ellenŖrz®s folyamata ekkor tartalmilag m§s lesz, mint az eredeti megold§s l®p®sei: 

9

152
8

3

55
352

-Ö
-=

-
--Ö   teljes¿l, mert a bal oldal 10 ï 3 = 7, ®s a jobb oldal 8 ï 1 = 7 
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szint®n. (Ne felejts¿k el: visszahelyettes²t®skor elvileg m®g az egyenlet §trendez®se is tilos, 

hiszen elhib§zhatjuk.) 

Ez esetben az ellenŖrz®s teh§t nem jelenti a feladat ¼jra-megold§s§t. 

Most tegy¿k fel, hogy egy tanul· megold§sa sor§n a m§sodik z§r·jelet ï hib§san ï el-

hagyja. A helytelen eredm®nyt visszahelyettes²ti az eredeti egyenletbe, majd ezut§n ugyan-

azokat a l®p®seket v®gzi el, ez¼ttal a konkr®t sz§mokkal, mint eredetileg (3 hozz§ad§sa mind-

k®t oldalhoz, szorz§s 9-cel stb.). Ekkor a hib§s gyºkkel is sikeres lesz az ellenŖrz®se, mert a 

kor§bbi sz§mol§si hib§t ism®telten elkºveti. 

Ekkor viszont a visszahelyettes²t®s az egyenlet ¼jra-megold§s§t jelenti, nem tekinthetŖ 

Ăigaziò ellenŖrz®snek. 

 

Hasonl· a helyzet az al§bbi ®retts®gi feladat ellenŖrz®sekor: 

P.3.4. ESz 2006. október, 1. b) Oldja meg az al§bbi egyenletet a val·s sz§mok halma-

z§n! 

b) 2x = 32x + 1 

 

Megoldásvázlat: 

xx 932 Ö=   Ú  
3

1
54 =x,   Ú  

3

1
log 54,x= ,  ®s 

54lg

3

1
lg

3

1
log 54

,
, =   å  ï0,7304. 

 

A kapott irracion§lis gyºk ellenŖrz®se l®nyeg®ben csak az egyenlet ¼jra-megold§s§val 

k®pzelhetŖ el. Enn®l a feladatn§l teh§t az ekvivalenci§ra hivatkoz§s jelentheti az ellenŖrz®st. 

 

3.4. Megjegyzések, következtetések 

 

Az ellenŖrz®s fogalm§t (alaphalmaz meghat§roz§sa, visszahelyettes²t®s) elsŖsorban az 

egyenletek, egyenlŖtlens®gek, egyenletrendszerek megold§s§hoz kºtj¿k. Az egyes t²pusokkal 

kapcsolatban egys®ges tan²t§si gyakorlat alakult ki: 

1. A Ătisztaò egyenletek, egyenletrendszerek eset®n elfogadott m·dszer a kikºt®s ®s az 

ekvivalenci§ra hivatkoz§s vagy a visszahelyettes²t®s alternativit§sa. 

2. EgyenlŖtlens®gek eset®n az eredm®ny §ltal§ban egy intervallum, teh§t v®gtelen sok 

gyºk. Ezeket nem lehet ellenŖrizni, ²gy a megold§s sor§n sz¿ks®gk®ppen ekvivalens l®p®seket 

kell tenni, mert a kºvetkezm®ny-§talak²t§sok elvi hib§sak. Teh§t minden l®p®sben vizsg§lni 

kell az alaphalmaz v§ltoz§s§t (ha felvetŖdik a kikºt®s, akkor elengedhetetlen), az §talak²t§sok 

ekvivalens volt§t stb. Az eredm®ny elŖ§ll²t§sa ut§n, befejezŖ l®p®sk®nt az ekvivalenci§ra val· 

hivatkoz§s szerepeltet®se ï amit teh§t kºtelezŖ jelleggel v®gezt¿nk ï jelenleg nem egys®ges. 

 
A hivatkoz§s szerepeltet®se mellett k®t ®rv sz·lhat. Az egyik szerint elv§rhat·, hogy a vizsg§z· jelezze a 

munk§ja tudatoss§g§t (teh§t hogy csak ekvivalens l®p®seket tehetett). A m§sik ®rv az egyik legerŖsebb hagyo-

m§ny¼ konvenci·ra hivatkozik, mely szerint a megold§si l®p®sek egym§s ut§n ²r§sa kºvetkezm®ny-

§talak²t§sokat jelºl. Az ettŖl val· elt®r®st dokument§lni kell, szavakkal vagy jelºl®sekkel. 

Az ellenv®lem®ny szerint egy egyenlŖtlens®g megold§sa ut§n nem kell semmit sem ellenŖrizni ï azaz az 

ekvivalenci§ra hivatkozni ï, mert a helyes megold§snak elengedhetetlen felt®tele az ekvivalens §talak²t§sok al-

kalmaz§sa. Teh§t ennek ¼jra-eml²t®se hasonl· lenne a hibakeres®shez (1.3.). 

A m§sodik v®lem®nyt ï szakmai finoms§ga mellett ï a gyakorlat erŖs²ti. Az ®retts®gi vizsg§k jav²t§sakor 

§ltal§ban nem j§r k¿lºn pont arra, ha az egyenlŖtlens®g eredm®nyes megold§sa ut§n a vizsg§z· megeml²ti az ek-

vivalens l®p®sek alkalmaz§s§t. 
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3. Ha egy egyenlet megold§sa intervallum (p®ld§ul valamely halmazon azonoss§g), ak-

kor sem tudunk visszahelyettes²teni, ²gy az ekvivalencia-hivatkoz§sra van sz¿ks®g. (SŖt, ha 

megold§s kºzben ak§r csak egyetlen kºvetkezm®ny-§talak²t§st is v®gezt¿nk, akkor a v®gtelen 

megold§shalmaz ismeret®ben az egyenletmegold§st ¼jra el kell kezdeni.) 

4. Azonoss§gok, azonos egyenlŖtlens®gek igazol§sa is csak ekvivalens §talak²t§sokkal 

lehets®ges. (Az azonos egyenlŖtlens®gekn®l fokozottan kell figyelni az ekvivalenci§ra, hiszen 

mŤveletv®gz®s kºzben a rel§ci·s jel ir§nya is v§ltozhat.) 

 

4. Az ellenőrzés technikai végrehajtása 

 

A kor§bbi ®vek jav²t§si ¼tmutat·i ebbŖl a szempontb·l sajnos nem egys®gesek. 

 

4.1. Néhány példa: 

 

1) ĂEllenŖrz®s. 1 pontò 

2)  ĂEllenŖrz®s, vagy annak rºgz²t®se, hogy ezek megold§sok, mert ekvivalens §talak²t§-

sokat v®gezt¿nk. 1 pontò 

3) ĂAz ®rt®kek kiel®g²tik az eredeti egyenletet. 1 pontò 

4) ĂMindk®t megold§s megfelel. 1 pontò 

5) ĂA gyºkºk a val·s sz§mok halmaz§n megfelelnek. 1 pontò 

6) ĂEllenŖrz®s behelyettes²t®ssel. 1 pontò 

7) ĂEllenŖrz®s: x = 2 megold§s. 1 pont.  x = ï2 nem megold§s. 1 pontò 

8) ĂA kapott pozit²v ®rt®kek kiel®g²tik az egyenletrendszert (ellenŖrz®s). 1 pontò 

9) KSz 2008. október, 13: ĂA megold§sok ellenŖrz®se. 2 pontò 

10) KSz 2006. október, 13. c): ĂAz 
3

2
-=x  eset®n mindk®t oldal ®rt®ke 

3

7
, ez®rt ez meg-

felelŖ val·s gyºk. 1 pontò 

11) KSz 2007. május, 18. a): ĂAz ellenŖrz®st k¿lºn nem ®rt®kelj¿k.ò 

12) KSz 2010. május, 13: ĂMegfogalmazott v§lasz, vagy ellenŖrzºtt sz§mp§r eset®n j§r ez 

a pont.ò 

13) ESz id 2008. május, 3: ĂHamis gyºkºk kiszŤr®se. 2 pontò 

14) P.4.1. ESz 2012. október, 2. K®t val·s sz§m ºsszege 29. Ha az egyikbŖl elvesz¿nk 

15-ºt, a m§sikhoz pedig hozz§adunk 15-ºt, az ²gy kapott k®t sz§m szorzata ®ppen ºtszºrºse 

lesz az eredeti k®t sz§m szorzat§nak. Melyik lehet ez a k®t sz§m? 

 

(megold§sr®szlet) 

 
 

1) – 5) nagyj§b·l egyen®rt®kŤek, 6) kicsit tºbbet jelent, 8) a v§laszban ad egy szŤk²t®st 

(feleslegesen), 10) m§r megkºveteli a sz§mol§s nyom§t, 12) pedig a v§laszt ®s az ellenŖrz®st 

egybemossa. (A v§lasszal kapcsolatos probl®m§kkal k®sŖbb m®g foglalkozunk.) 
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L§thatjuk teh§t, hogy a kor§bbi ®vek ¼tmutat·i nem egys®gesek, ®s ²gy az sem teljesen 

egy®rtelmŤ, mit v§runk el a di§kt·l. Az ut·bbi ®vekben viszont kºvetkezetess®g figyelhetŖ 

meg e ter¿leten: az ¼tmutat·k §ltal§ban le²rj§k, hogy mit v§rnak el ellenŖrz®sk®ppen, mire 

adhat· pont stb. (T²pusp®lda erre P.4.1. r®szletezŖ megjegyz®se.) 

 

4.2. Melyik forma fogadható el az alábbiak közül, ha egy dolgozatban szerepelnek? 

 

I. ĂEllenŖriztem.ò 

II.  ĂEllenŖriztem, ®s kijºtt.ò Vagy m§sk®ppen: ĂEll: Õ ò (a ôpipaô jele). 

III.  ĂA kapott gyºkºk kiel®g²tik az eredeti egyenletet.ò 

IV.  ĂHa x = 1, akkor az eredeti egyenlet mindk®t oldala 2, ²gy ez val·ban gyºk.ò 

 

A II.  ®s III.  l®nyeg®ben megegyeznek (s vel¿k egyen®rt®kŤ 1) – 5)), de nem k¿szºbºlik 

ki az esetleges Ăblºffºl®stò. IV -re is van p®lda (ekkor teh§t sz§mol§si nyoma kell, legyen az 

ellenŖrz®snek), ilyen a 10) vagy a 14) szºveges feladat megjegyz®se.  

 

Egy lehets®ges megold§s a kitŤz®si elv alkalmaz§sa, azaz amikor a II . vagy III . utal§so-

kat fogadjuk el, ®s olyan feladatot tŤz¿nk ki, amely hamis gyºkºt eredm®nyez. (Ekkor ugyan-

is a blºffºlŖ vizsg§z· lebukik.) Itt probl®m§t jelenthet, hogy ha egy vizsg§z· a II. vagy III. 

utal§s le²r§sa ut§n konkr®t sz§m²t§sokat is v®gez (ezek teh§t tºbbletmunk§t jelentenek, mint 

amit az ¼tmutat· megk²v§nt), ®s ezek sor§n hib§t kºvet el, akkor neh®z j·l pontozni a megol-

d§st. Az 1 pont j§rhat p®ld§ul III.  miatt, de ha ut§na elvi hib§s a t®nyleges ellenŖrz®s, akkor 

visszavonjuk a pontot? 

 
Hasonl· helyzetben §ltal§ban 0 pontot ad a jav²t· tan§r, mert ez a pont az ellenŖrz®s helyes v®grehajt§s§-

®rt j§r. 

 

4.2. Megjegyzések, következtetések 
 

1. Szakmai szempontb·l nem fogadhat· el a blºffºl®s (m®g akkor sem, ha sokszor nem 

dºnthetŖ el biztosan, hogy mi a blºff ®s mi nem), az ¼tmutat·nak teh§t tºrekednie kell a kik¿-

szºbºl®s®re. 

2. Az ut·bbi ®vekben az ¼tmutat·k egys®gess®gre tºrekednek, §ltal§ban megkºvetelik, 

hogy az ellenŖrz®s sor§n l§tsz·djon valamilyen munk§nak a nyoma. (Teh§t nem el®g csak az 

¿res utal§s fel²r§sa ï l§sd P.4.1.) Ez persze akkor igaz§n meggyŖzŖ ï ®s a di§kok sz§m§ra is 

legink§bb akkor ®rthetŖ ï, ha az ¼tmutat·ban is t®nylegesen, nemcsak jelz®ssel, hanem ki²rva 

szerepelnek az ellenŖrz®si l®p®sek. Ez a r®szletez®s egy®bk®nt mor§lisan is elv§rhat·. 
 

Az egys®gesedŖ jav²t§si gyakorlatban az I-III. m·dokat §ltal§ban nem fogadjuk el, m²g a IV-et igen, hi-

szen itt bizony²that· m·don sz§molnia kellett a vizsg§z·nak. 
 

Megeml²t¿nk itt is egy kiv®telt. Ha az ellenŖrz®s nagyon bonyolult, akkor nem biztos, 

hogy az adott pontsz§m®rt jogos a teljes v®gigsz§mol§s megkºvetel®se. (3.1-ben l§ttuk, hogy 

az ellenŖrz®ssel legfeljebb n®h§ny pont szerezhetŖ a feladat ºsszpontsz§m§b·l.) Ekkor alkal-

mazhat· az ĂEllenŖrz®s a szºvegbe helyettes²t®ssel.ò formula, s ²gy a jav²t· tan§rra van b²zva, 

milyen m®lys®gŤ ellenŖrz®st v§r el a vizsg§z·t·l.  
 

Persze probl®ma ekkor is jelentkezik. A fel¿letes munk§t v®gzŖ di§kkal szemben h§tr§nyba ker¿l az, aki a 

tanult m·don, r®szletesen, nagy idŖvesztes®ggel v®gigsz§molja az ellenŖrz®st ï ugyanaz®rt a pontsz§m®rt. Itt is 

szerepe lehet a kitŤz®si elvnek ï ilyen feladat kitŤz®se ker¿lendŖ. 
 

3. T¼l bonyolult ellenŖrz®s nem v§rhat· el minim§lis pontsz§m®rt. 
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4.3. Néhány szó a kitűzési elvről 

 

A kitŤz®si elvvel a k®sŖbbiekben is tal§lkozunk m®g, val·j§ban mindegyik r®szt®m§nk-

ban ï ellenŖrz®s, eredm®ny, v§lasz ï megvan a maga gyakorlati szerepe. A szakmai ºntudat a 

neh®zs®geket ink§bb lek¿zden®, mint elker¿ln® ï ®s ²gy legsz²vesebben minimaliz§ln§ a kitŤ-

z®si elv szerep®t. (P®ld§ul: milyen dolog az, hogy egyes feladatt²pusokat csak az®rt ne tŤz-

z¿nk ki az ®retts®gi vizsg§n, mert nehezen pontozhat·k?!)  

Pedig a kitŤz®si elv praktikus; ®s igen, ha p®ld§ul egy feladat ellenŖrz®se csak ¼jra-

megold§sk®nt k®pzelhetŖ el, vagy a t¼l bonyolult ellenŖrz®s®rt ar§nytalanul magas r®szpont-

sz§mot kellene adni ï nos, akkor ezt a feladatot val·ban ne tŤzz¿k ki az ®retts®gi vizsg§n. 

(Valamely gyakorl· tan²t§si ·r§n, megfelelŖ idŖben term®szetesen helye lehet a feladatnak.) 

 

4.4. Ellenőrizni csak pontos értékkel lehet 

 

A kºvetkezŖ tartalmi id®zet egy jelenleg is haszn§lt tankºnyvbŖl sz§rmazik. 

 

P.4.4.1. ĂOldjuk meg a val·s sz§mok halmaz§n a 4Ö7x ï 21 = 0 egyenletet! 

Megoldás: x = log75,25 = 
7lg

255lg ,
 å 0,8522. 

EllenŖrz®s: 4Ö70,8522 ï 1 å 0,0002 Í 0. 

Vil§gos, hogy a 0,8522 racion§lis sz§m nem megold§sa az eredeti egyenletnek, de nem 

is ezt §ll²tottuk. Azt mondtuk, hogy a megold§s 4 tizedesjegyre kerek²tve 0,8522. Ezt pedig a 

behelyettes²t®ssel kapott eredm®ny megerŖs²tette.ò  

 

A megold§st kis bizonytalans§g lengi kºr¿l. Az eredm®nyt kºzel²tŖ ®rt®kk®nt kaptuk 

meg, ®s az ellenŖrz®s sor§n a behelyettes²t®s is csak Ăkb.ò erŖs²tette meg a gyºk helyess®g®t. 

Az elj§r§s tov§bbi probl®m§kat is felvet (p®ld§ul mikor tekint¿nk k®t sz§mot egyenlŖnek, 

vagy mit tekint¿nk ebben a szitu§ci·ban matematikai ®rtelemben pontoss§gnak). 

 

Az ellenŖrz®st elv®gezhetj¿k a pontos ®rt®kkel: 21255474
255log7 =Ö=Ö ,
,

.  

 
Hasonl· esetekben ink§bb az tan§csolhat·, hogy az ekvivalens §talak²t§sokra hivatkozzunk. 

 

P.4.4.2. ESz 2006. május 9, 1. A PQRS n®gyszºg cs¼csai: P(3; ï1), Q(1; 3), R(ï6; 2) ®s 

S(ï5; ï5). 

Dºntse el, hogy az al§bbi h§rom §ll²t§s kºz¿l melyik igaz ®s melyik hamis! Tegyen * je-

let a t§bl§zat megfelelŖ mezŖibe! V§laszait indokolja, t§massza al§ sz§m²t§sokkal!    

  

a) A §ll²t§s: A PQRS n®gyszºgnek nincs der®kszºge. 

b) B §ll²t§s: A PQRS n®gyszºg h¼rn®gyszºg. 

c) C §ll²t§s: A PQRS n®gyszºgnek nincs szimmetriacent-

ruma. 

 

A P.4.4.2. feladatban az a) §ll²t§s hamis, PÏ = RÏ = 90Á.  A feladat jav²t§sa sor§n az 

okozott neh®zs®get, hogy a vizsg§z·k egy r®sze kºzel²tŖ ®rt®kekkel hat§rozta meg a szºgeket, 

®s Ăkb. 90Áò eredm®nyt kapott. (Ez lehetett 89,9999Á vagy 90,0001Á is; vagy ak§r a sz§mol·-

g®p §ltal ki²rt 90Á-ot is ide sorolhatjuk. Ugyanis a g®p kerek²tett ®rt®ket ²r ki; semmi garancia 

nincs arra n®zve m®g ekkor sem, hogy a szºg pontosan der®kszºg.) 

 igaz hamis 

A   

B   

C   
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Nyilv§n a kºzel²tŖ ®rt®kekkel kisz§molt Ăkb. 90Áò eredm®ny alapj§n nem kºvetkeztethe-

t¿nk arra, hogy a sz·ban forg· szºg der®kszºg. Hasonl· a helyzet az ellenŖrz®ssel is. 

 

A kºzel²tŖ ®rt®kekkel tºrt®nŖ ellenŖrz®s Ăkb. egyenlŖò eredm®nye nem fogadhat· el tel-

jes ®rt®kŤ megold§snak. Ugyanis  A å B  alapj§n §ltal§ban nem dºnthetŖ el, hogy mi a hely-

zet: val·di egyenlŖs®g §ll fenn, a sz§mol§si hibahat§ron bel¿l, vagy A Í B? Egy§ltal§n milyen 

pontoss§ggal kell megegyeznie a k®t oldalnak?  

 

P.4.4.3. Oldja meg az x2 ï 2x ï1 = 0 egyenletet a val·s sz§mok halmaz§n! 

Eredm®ny: 211 +=x  å 2,41 ®s 212 -=x  å ï 0,41. 

EllenŖrz®s: ( ) ( ) 01222223121221
2

=---+=-+Ö-+  val·ban, hasonl·an a 

m§sik gyºkre is. (Kºzel²tŖ ®rt®kekkel å 0,02 ad·dik.) 

 

Itt is megjelenik a fentebb eml²tett utal§s, majd elvi hib§s ellenŖrz®s probl®m§ja: h§ny 

pontot adjunk annak, aki az elŖzŖ pontbeli III. utal§st tette (ĂEllenŖriztem, ®s kijºtt.ò), majd 

kºzel²tŖ ®rt®kekkel pr·b§lt ellenŖrizni? 

 
Az ut·bbi ®vek egys®gesedŖ gyakorlat§ban ez a pont az ellenŖrz®s helyes v®grehajt§s§®rt j§r; szigor¼an 

v®ve teh§t a kºzel²tŖ ®rt®kekkel tºrt®nŖ ellenŖrz®s®rt nem j§r pont. 

 

P.4.4.4. ESz 2006. október, 1. Oldja meg az al§bbi egyenleteket a val·s sz§mok halma-

z§n! 

a) lg(x + 7) + lg(3x + 1) = 2  b) 2x = 32x + 1   (5 + 6 = 11 pont) 

 

b) (megold§sr®szlet) 

 
 

Nem lenne szabad elfogadni a megjegyz®sben ²rt, kºzel²tŖ ®rt®kekkel tºrt®nŖ kerek²t®st. 

(Szinte rem®nytelen a pontos ®rt®k visszahelyettes²t®se, ez®rt ekvivalens l®p®sek alkalmaz§sa 

tan§csolhat·, ®s az ¼tmutat· is elsŖsorban erre hivatkozik.) 

 

4.4. Megjegyzések, következtetések 

 

1. A kºzel²tŖ ®rt®kekkel v®gzett ellenŖrz®s persze Ăjobb, mint a semmiò, kiszŤrhet¿nk 

²gy bizonyos hamis gyºkºket (p®ld§ul elŖjel-elt®r®s alapj§n); m®gis ink§bb csak a hibakere-

s®s-kateg·ri§ba sorolhat· az elj§r§s. 

 

2. A pontos ®rt®kkel val· ellenŖrz®s rendk²v¿l munkaig®nyes lehet, r§ad§sul gyakran az 

egyenlet Ă¼jra-megold§s§tò jelenti. (A P.4.4.3. p®ld§t is bonyolultabb ellenŖrizni, mint meg-

oldani.) Itt is szerepe lehet a kitŤz®si elvnek: lehetŖs®g szerint ker¿lendŖ az olyan feladat ki-

tŤz®se, amely ezt a probl®m§t felveti. A megold§si ¼tmutat·kban 2005 ·ta nem is tal§ltunk 

p®ld§t hasonl· ellenŖrz®sre.  

Ilyen esetekben ®rdemes teh§t elker¿lni a visszahelyettes²t®st: alkalmazzunk ekvivalens 

§talak²t§sokat, ®s hivatkozzunk r§juk. 
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3. A helyzetet bonyol²tja a k¿lºnbºzŖ (esetenk®nt cs¼cskateg·ri§s) sz§mol·g®pek piaci 

megjelen®se. Sajnos jelenleg a sz§mol·g®p-haszn§lat nem kellŖen szab§lyozott; p®ld§ul az 

ellenŖrz®ssel kapcsolatban sem rºgz²tett, milyen (sz§mol·g®pes) elj§r§st fogadunk el, ®s hogy 

a vizsg§z·nak ebbŖl mit kell dokument§lnia. 

 

5. Amikor  hiányzik (elmarad) az ellenőrzés 

 

ElŖszºr n®zz¿k a vizsg§z·i oldalt. 

 

A vizsg§z·k kºr®ben az ellenŖrz®s elmarad§s§nak (a pszichikai t®nyezŖkºn t¼l, mint 

p®ld§ul a feled®kenys®g) tºbb oka is lehet. 

 

5.1. T¼l egyszerŤ a feladat, a vizsg§z· feleslegesnek ®rzi mind az ellenŖrz®st, mind az 

ekvivalenci§ra val· hivatkoz§st. (Az ellenŖrz®s esetleg fejben is elv®gezhetŖ.) Ćltal§ban ilye-

nek a kºz®pszintŤ ®retts®gi vizsga I. r®sz®ben szereplŖ egyenletek.  

 

Ide sorolhatjuk azt a gyakori t²pust is, amikor az egyszerŤ ellenŖrz®st kiv§ltja vagy he-

lyettes²ti a v§lasz. Egy tipikus p®lda az §ltal§nos iskol§s folkl·rb·l: 

 

P.5.1. Egy panzi·ban h§rom- ®s n®gy§gyas szob§k vannak, ºsszesen 12. Melyik szob§-

b·l h§ny darab van, ha 41 vend®get m®g ®ppen el tudtak sz§ll§solni? 

Megoldás: Jelºlje x a h§rom§gyas szob§k sz§m§t, ekkor a n®gy§gyas szob§k sz§ma 

(12 ï x). 3x + 4Ö(12 ï x) = 41, innen x = 7. 

V§lasz: A h§rom§gyas szob§k sz§ma 7, a n®gy§gyas szob§k® 12 ï 7 = 5. 

 
Itt az utols· megold§si l®p®s burkoltan az ellenŖrz®st is tartalmazza, hiszen pl. nem kaptunk negat²v da-

rabsz§mot. 

 

5.2. T¼ls§gosan nagy munka lenne elv®gezni az ellenŖrz®st; a befektetett munka nincs 

ar§nyban a szerezhetŖ +1 (+2) ponttal. 

5.3. Az ellenŖrz®s gyakorlatilag nem hajthat· v®gre, mert t¼ls§gosan nagysz§m¼ meg-

old§s van. (Ha az eredm®ny p®ld§ul egy intervallum, akkor a v®gtelen sok gyºk miatt nem le-

hets®ges a visszahelyettes²t®s. A megold§s sor§n sz¿ks®gk®ppen ekvivalens l®p®seket kell 

tenni, ®s hivatkozni ezekre.) 

 

A kitŤz®si oldal eset®n is maradnak el ellenŖrz®sek, gyakran hasonl· okok miatt. (3.3-

ban vagy 4.2-ben ï az ¼jra-megold§s, illetve az ellenŖrz®s form§ja ï m§r ®rintett¿k a k®rd®st.) 

Ezek egy r®sze hi§nyoss§g, egy m§sik r®sze azonban indokolhat·. 

 

5.4. ĂT¼l egyszerŤò feladatokn§l (ezek lehetnek Ătisztaò algebrai vagy szºveges felada-

tok is) elŖfordul, hogy nem k®r az ¼tmutat· ellenŖrz®st. (Az elj§r§s indokolhat·: ar§nytalan 

lenne egy 3-4 pontos feladatb·l 1-2 pontot adni (vagy elvesz²teni) az ellenŖrz®s®rt.) 

5.5. Szint®n nem szokott k®rni az ¼tmutat· ellenŖrz®st olyankor, amikor annak v®gre-

hajt§sa a megold§si ¼t megism®tl®se lenne. 

5.6. Ha t¼ls§gosan nagy munka lenne elv®gezni az ellenŖrz®st, akkor a t®nyleges visz-

szahelyettes²t®s helyett az ¼tmutat· is megel®gedhet az ĂEllenŖrz®s a szºvegbe helyettes²t®s-

sel.ò formul§val. 
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(Megism®telj¿k a kor§bban jelzett probl®m§t: ekkor a szakmailag alapos ellenŖrz®st 

v®gzŖ tanul· h§tr§nyba ker¿l a fel¿letesen dolgoz· t§rs§val szemben, mert tºbb idŖt ford²t 

nem honor§lt (nem ®rt®kelt) tev®kenys®gre.) 

5.7. Gyakorlati akad§lyt jelenthet, ha t¼ls§gosan nagysz§m¼ megold§s van. 

 

A modellalkot§st ig®nylŖ szºveges feladatokkal a kºvetkezŖ fejezetben foglalkozunk. 

Az ®retts®gi feladatok kºzºtt azonban sok k¿lºnbºzŖ t®makºrhºz tartoz·, hosszabb-rºvidebb 

szºvegez®sŤ feladat is szerepel. Ezek besorol§sa a szºveges feladatok kºz® k®rd®ses, a mo-

dellalkot§s ®rtelmez®s®tŖl f¿gg. (Ezt k®sŖbb kiss® r®szletesebben kifejtj¿k.) 

 

5.8. Az ¼tmutat·kban a tiszta algebrai egyenleteken k²v¿l csak bizonyos szºvegkºrnye-

zetŤ feladatok eset®ben van ellenŖrz®s (®s ott sem mindig), egy®b feladatt²pusokn§l ï a jelen-

legi feladatmegold· kult¼r§nkban ï azt Ănem szok§sò elv®gezni. 

A fizika-jellegŤ feladatok (mozg§s, kever®s) egy r®sze ellenŖrzºtt; a sz§mtani-m®rtani 

sorozat t®makºrºkn®l is tºbb ellenŖrz®s tal§lhat·; de p®ld§ul s²kgeometriai, t®rgeometriai 

vagy koordin§tageometriai feladatokn§l §ltal§ban nincs ellenŖrz®s. M®g akkor sem, ha egy 

nem kºnnyŤ egyenletrendszer megold§sa a r®szfeladat. 

Ez a kºvetkezetlens®g szakmai szempontb·l nehezen indokolhat·, b§r ezzel kapcsolat-

ban n®h§ny ®szrev®telt megfogalmazunk a k®sŖbbiekben. 

 

P.5.8. ESz 2005. május 10. 1. Az ABC h§romszºg oldalegyeneseinek egyenlete: 

AB: y = 0; BC: x + 10y = 20; CA: y = 4
2

1
-x . 

a) Sz§m²tsa ki a h§romszºg cs¼cspontjainak koordin§t§it!    (7 pont) 

b) Sz§m²tsa ki a h§romszºg B cs¼cs§n§l l®vŖ belsŖ szºget!   (4 pont) 

 

a) (megold§sr®szlet) 

 
 

P.5.8. a)-ban a geometria feladatbeli egyenletrendszer megold§s§t nem ellenŖrizz¿k. 

Persze az egyenletrendszer megold§sa nem neh®z, de ha ºsszevetj¿k a P.1.2. a) feladattal 

(egyszerŤ elsŖfok¼ egyenlet ellenŖrz®se), nyilv§nval· a kºvetkezetlens®g.  

Ugyanezt az egyenletrendszert ellenŖrizn®nk, ha Ătiszta alakbanò tŤzz¿k ki, m²g az el-

lenŖrz®st §ltal§ban nem v®gezz¿k el, ha pl. egy koordin§tageometriai feladat megold§s§hoz, 

seg®deszkºzk®nt oldjuk meg az egyenletrendszert. (A konkr®t feladattal kapcsolatban a mo-

dell elemz®se is sz·ba ker¿lhet: ekkor az lehetne az ellenŖrz®s, hogy a kapott pontok val·ban 

egy h§romszºget hat§roznak meg, azaz a h§rom egyenes nem megy §t egy ponton.) 

 

A hasonl· feladatok elemz®se alapj§n ¼jabb megfogalmaz§st tehet¿nk: 

 

5.9. Ha eszkºzk®nt haszn§lunk egyenletet (p®ld§ul a fenti P.5.8. a) koordin§ta-

geometriai feladatban k®t egyenes metsz®spontj§t az egyenletrendszer megold§s§val hat§roz-

zuk meg), akkor az ¼tmutat· az §ltal§nos gyakorlat szerint nem k®ri (nem ®rt®keli) az ellenŖr-

z®st.  
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Ez a kialakult gyakorlat tºbb probl®m§t is felvet. 

– Mikor alkalmazunk eszkºzk®nt egy egyenletet, ®s mikor alkalmazzuk a modell jellem-

z®s®re? Azaz n®ha k®rd®ses a feladat st§tusza, nem egy®rtelmŤ p®ld§ul a szºveges feladat ®s a 

Ăszºveges jellegŤò (hosszabb szºvegez®sŤ) feladat megk¿lºnbºztet®se. 

– Term®szetesen egy eszkºzk®nt haszn§lt egyenlettel is elŖfordulhat (b§r ez az ®retts®gi 

viszonylat§ban ritka), hogy kºvetkezm®ny-§talak²t§sokkal oldjuk meg. Ekkor nem der¿lnek ki 

a hamis gyºkºk, ha nem v®gz¿nk ellenŖrz®st. A kialakult gyakorlat az, hogy ut·lagos vizsg§-

lat alapj§n Ă®szrevessz¿kò a hamis gyºkºt; p®ld§ul rossz elŖjel, vagy geometriailag lehetetlen 

®rt®k jºn ki.  

– A gyakorlat term®szetesen v®dhetŖ is. P®ld§ul ha a hasonl· feladatokban mindig v®-

gezn®nk ellenŖrz®st, akkor az ²gy kaphat· r®szpontok ºsszege tekint®lyes (®s ar§nytalan) 

nagys§g¼ra nºvekedne egy vizsgadolgozatban.  

 

5. Megjegyzések, következtetések 

 

1. Egy vizsgadolgozat pontoz§sakor alapvetŖ dilemm§t jelent, hogy mikºzben fŖsza-

b§lyk®nt elv§rjuk a feladatok megold§s§nak ellenŖrz®s®t, nem lenne szerencs®s, ha ennek a 

kompetenci§nak a m®r®se t¼l nagy s¼lyt kapna az ºsszpontsz§mban. (Ak§r egy-egy felada-

ton bel¿l is gondot jelenthet az ellenŖrz®s®rt j§r· pontsz§mok ar§nytalanul nagy s¼lya. Ilyen-

kor l®phet ®letbe a kitŤz®si elv: az ilyen feladat kitŤz®s®t lehetŖleg ker¿lni kell.) 
 

Az ellenŖrz®s pontsz§m§nak reduk§l§sa a Ăfeled®kenyò vizsg§z·k ®rdek®t is szolg§lja. Szerencs®tlen 

helyzet alakulna ki, ha egy egy®bk®nt j·l siker¿lt dolgozat sok r®szpontot vesz²tene az ellenŖrz®sek elmarad§sa 

miatt. 
 

2. Ha egy geometriai, koordin§tageometriai, kombinatorikai stb. feladatban seg®desz-

kºzk®nt haszn§ljuk az egyenletet (egyenletrendszert, egyenlŖtlens®get), akkor §ltal§ban nem 

v®gz¿nk ellenŖrz®st. £rvelhet¿nk p®ld§ul azzal, hogy ha az ilyen alkalmaz§sokban mindig el-

v®gezn®nk az ellenŖrz®st, akkor a feladatok megold§sa elbonyol·dna, jelentŖsen megnºve-

kedne a megold§si idŖ, ®s az ellenŖrz®s-kompetencia t¼ls§gosan nagy szeletet kapna az 

ºsszpontsz§mb·l. 
 

3. Egy m§sik fajta ®rvel®s lehet, hogy az eszkºzk®nt haszn§lt egyenletek (egyenletrend-

szerek, egyenlŖtlens®gek) seg²ts®g®vel m§r l®tezŖ objektumok kºzºtti kapcsolatokat ²runk le. 

P®ld§ul koordin§ta-geometriai feladatok eset®ben alakzatok egyenlet®t ²rjuk fel vagy az 

egyenletek, egyenletrendszerek megold§s§t alakzatok metsz®spontjainak meghat§roz§s§hoz 

haszn§ljuk. Ilyenkor §ltal§ban nem kºvetelj¿k meg az ellenŖrz®st, hiszen l®tezŖ alakzatok 

egyenleteibŖl §ll· egyenletrendszer az eredeti feladattal ekvivalens. 

(Term®szetesen kiv®telt jelenthetnek azok a feladatok, ahol a koordin§ta-geometria 

haszn§lata valamilyen modell alkalmaz§s§t jelenti, mert ekkor sz¿ks®g van a modell ellenŖr-

z®s®re.)  

Egy p®lda: 

P.5.10. Adott a der®kszºgŤ koordin§tarendszerben az e: xy
4

3
=  egyenes ®s a 

k: x2 + y2 = 25 egyenletŤ kºr. Az ABC h§romszºg cs¼csai A(2; ï1), B(11; 2), a C cs¼cs pedig 

rajta van az e egyenesen ®s a k kºrºn is. Hat§rozzuk meg C koordin§t§it! 

„Megoldás”: Az egyenes ®s a kºr metsz®spontjai C1(ï4; ï3) ®s C2(4; 3). 

Itt sz¿ks®g van a modell ellenŖrz®se. 

Ellenőrzés: C1 hamis gyºk, mert A-val ®s B-vel egy egyenesre esik, ²gy nem kapunk h§-

romszºget. 



Oktatáskutató és Fejlesztő Intézet 

TĆMOP-3.1.1-11/1-2012-0001  

XXI. sz§zadi kºzoktat§s  
(fejleszt®s, koordin§ci·) II. szakasz 

 

17 

 

6. Szöveges (jellegű) feladatok  

 

6.1. Szövegkörnyezetbe ágyazott, „szöveges jellegű” feladatok  

 

A feladatok egy r®sze valamilyen kºrnyezetbe §gyazott, esetleg hosszabb szºvegez®sŤ 

feladat. Ezeket a Ăszºveges jellegŤò feladatokat vajon tekinthetj¿k matematikai ®rtelemben 

szºveges feladatoknak, csak az®rt, mert szºveges kºrnyezetbe §gyaztuk a k®rd®st? 

V®lem®ny¿nk szerint §ltal§ban nem.  

 

P.6.1.1. KSz 2005. május 10.  

14. c) G§bor olyan sorrendben ²rja fel 25 863 sz§mjegyeit, hogy a kapott sz§m n®ggyel 

oszthat· legyen. Milyen sz§mjegy §llhat a t²zes helyi®rt®ken? (V§lasz§t indokolja!) 

 

P.6.1.2. KSz 2009. október 20.  

15. B®la egy fekete ®s egy feh®r sz²nŤ szab§lyos dob·kock§val egyszerre dob. Feljegyzi 

azt a k®tjegyŤ sz§mot, amelyet ¼gy kap, hogy a t²zes helyi®rt®ken a fekete kock§val dobott 

sz§m, az egyes helyi®rt®ken pedig a feh®r kock§val dobott sz§m §ll. Mennyi annak a val·sz²-

nŤs®ge, hogy a feljegyzett k®tjegyŤ sz§m 

a) n®gyzetsz§m; 

b) sz§mjegyei megegyeznek; 

c) sz§mjegyeinek ºsszege legfeljebb 9? 

 

P.6.1.3. Csaba megoldotta az  x2 + 3x ï 4 = 0  egyenletet. Mit kapott eredm®ny¿l? 

 

Ezekben a p®ld§kban a Ăcsomagol§sò val·ban szºveges, de puszt§n emiatt nem lenne 

szerencs®s egyiket sem szºveges feladatnak tekinteni. Hiszen a szºveges feladatokkal kapcso-

latban ï p®ld§ul az ellenŖrz®s vagy a modellalkot§s kapcs§n ï tov§bbi elv§r§sokat fogalmaz-

hatunk meg. 

Kiindulhatunk p®ld§ul az §ltal§nos iskolai t®zisbŖl: szºveges feladatot mindig ellenŖriz-

ni kell. Vagy kicsit finom²tunk az elŖzŖ 5.3. alapj§n (amikor az ellenŖrz®s nem hajthat· v®g-

re): szºveges feladatot mindig ellenŖrizni kell, ha ez lehets®ges. A fenti 1. ®s 2. p®lda egy§l-

tal§n nem olyan, amely ellenŖrz®st ig®nyel. (Nem egyenlet megold§s§ra vezetnek.) 

Az igazi elv§r§s a szºveges feladatokkal szemben a (legal§bb r®szbeni) modellalkot§si 

kºtelezetts®g, amelyet a kºvetkezŖ pontban r®szletez¿nk. £s h§t ebben az ²r§sban az ellenŖr-

z®s szempontj§b·l vizsg§l·dunk, ²gy a szºveges feladatokkal szemben az is elv§r§sunk, hogy 

kezel®s¿k egyenlet (egyenlŖtlens®g, egyenletrendszer) fel²r§s§t ®s megold§s§t ig®nyelje. 

 

6.2. A szöveges feladat fogalma  
 

A szºveges feladatokban a megold· egy modellt szerkeszt a szºveg alapj§n, ®s ebben a 

modellben fogalmaz meg (esetleg r®szben k®szen kap) valamilyen egyenletet, egyenletrend-

szert, egyenlŖtlens®get. (A szºveges feladat megold§sa teh§t mindig egy modellalkot§si fel-

adattal kezdŖdik. Defin²ci·s fog·dzkod·k®nt pedig elv§rjuk, hogy szºveges feladatban ï ne-

v®hez m®lt·an ï ne kapjuk k®szen a fel²rhat· egyenletet.)  

Az egyenlet megold§sa ut§n k®tf®le ellenŖrz®s k®pzelhetŖ el: a Ătisztaò egyenlet® (visz-

szahelyettes²t®s vagy ekvivalencia-hivatkoz§s), valamint ezen t¼lmenŖen a modellalkot§s he-

lyess®g®®.  

A k®tf®le ellenŖrz®s v®grehajt§si m·dj§ban ®s tartalm§ban is nagyon k¿lºnbºzik.  
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A modell ellenŖrz®se nyilv§n kºtelezŖ: b§rmilyen sz®p ellenŖrzºtt gyºkºt kaptunk az 

egyenletmegold§skor, elk®pzelhetŖ, hogy az a modell ®rv®nyess®gi kºr®n k²v¿l esik. Ugyan-

akkor a Ătisztaò egyenlet gyºkeit nem kºtelezŖ form§lisan ellenŖrizni. Hiszen lehets®ges, 

hogy a kºvetkezm®ny-§talak²t§sok miatt keletkezett n®h§ny hamis gyºk, de a modell ellenŖr-

z®se sor§n ezeket ¼gyis kiszŤrj¿k. (Ha nem-ekvivalens l®p®sekkel gyºkºt vesz²t¿nk, akkor 

ezeket a modell szempontj§b·l is elvesz²tj¿k; a megold§s hib§s lesz, ®ppen ¼gy, mintha a 

Ătiszta egyenletekn®lò vesz²t¿nk gyºkºt.) 

A form§lis visszahelyettes²t®s §ltal§ban nem okoz elvi neh®zs®get, de a modell ellenŖr-

z®se sokkal bonyolultabb lehet. Ez a l®p®s nem mindig algoritmiz§lhat·, ºtletess®get ®s krea-

tivit§st is ig®nyelhet ®s ²gy tov§bb. 

 

6.3. A feladattípusok kategorizálása 

 

Az ellenŖrz®s szempontj§b·l megk¿lºnbºztethet¿nk n®h§ny feladatt²pust.  

 

El®g j·l azonos²that·k a tiszta egyenletek ®s a szºveges feladatok, valamint azok a fel-

adatok, amelyekben az ï esetleg k®szen kapott ï egyenleteket eszkºzk®nt alkalmazzuk. Ezen 

t²pusok ellenŖrz®si m·dja a gyakorlat alapj§n egy®rtelmŤ. 

A szºvegkºrnyezetbe §gyazott feladatok egyfajta §tmenetet k®peznek, ellenŖrz®s¿k 

tºbb mindentŖl f¿gg. Sz¿ks®ges-e valamilyen m®rt®kŤ modellalkot§s, illetve ennek ®rv®nyes-

s®g-vizsg§lata; a kapott eredm®nyt egy§ltal§n lehet-e ellenŖrizni; vagy az is elk®pzelhetŖ, 

hogy az egyenletek megold§s§t csak seg®deszkºzk®nt alkalmazzuk. 

£les hat§rvonal term®szetesen nem h¼zhat·, egy-egy form§lisan hasonl· feladat tºbbf®-

lek®ppen is kitŤzhetŖ vagy ®rtelmezhetŖ. 

 

P.6.3. 

a) Szºveges feladatban egy modell alapj§n fel²rhat· az 
( )

5050
2

1
=

+nn
 egyenlet, amit a 

pozit²v eg®sz sz§mok halmaz§n kell megoldani. (P®ld§ul a sz§mtani sorozat ºsszegk®plet®t 

alkalmazzuk, ha egym§sra helyezett dobozok sorainak sz§ma a k®rd®s.) 

b) Egy hosszabb szºvegez®sŤ feladat utols· mondatai lehetnek a kºvetkezŖk: ĂAnna 

h§zi feladata az 
( )

5050
2

1
=

+xx
 egyenlet megold§sa a pozit²v (eg®sz) sz§mok halmaz§n. Mi-

lyen eredm®nyt kapott, ha j·l sz§molt?ò 

c) ĂHat§rozza meg az 
( )

5050
2

1
=

+xx
 egyenlet megold§s§t, ha x pozit²v (eg®sz) sz§m!ò 

d) ĂOldja meg az x Í ]0; ¤], 
( )

5050
2

1
=

+xx
 egyenletet!ò 

e) ĂOldja meg az 0
101002

=
-+

x

xx
 egyenletet!ò 

 

A fenti p®ld§ban mindegyik feladat megold§sa l®nyeg®ben azonos, x1 = 100 mellett 

x2 = ï101 hamis gyºk. M²g az e) feladat Ătisztaò algebrai, addig az a) szºveges, de a b)-re ezt 

m§r nem sz²vesen mondan§nk. Nemcsak az®rt, mert az egyenletet k®szen kapjuk, hanem az®rt 

is, mert hi§nyoljuk a szºveges feladatokra jellemzŖ modellalkot§si kezdŖl®p®st. 

Ugyanakkor mindegyik feladatra jellemzŖ egyfajta h§tt®rmodell, hiszen az egyenletet a 

pozit²v (eg®sz) sz§mok halmaz§n kell megoldanunk. (Az elsŖ a) ï c) feladatokban ez sz·beli 
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elŖ²r§s, a d)-ben formai jelºl®ssel adott, az e)-ben pedig az alaphalmaz leszŤk²t®se miatti kº-

vetkezm®ny.) Teh§t v®gsŖ megold§si l®p®sk®nt mindegyik feladatban ºssze kell vetni a kapott 

gyºkºket ®s az alaphalmazt. 

 

Ha a matematika fŖbb t®makºreit n®zz¿k (geometria ®s r®szter¿letei, algebra, sz§mel-

m®let, kombinatorika, val·sz²nŤs®gsz§m²t§s, anal²zis), fontos megjegyezn¿nk, hogy b§rme-

lyik t®makºrben szerkeszthetŖ olyan feladat, amely (esetleg modellalkot§s ut§n) egyenletek 

fel²r§s§ra vezet. Vagyis a szºveges feladatok ®s az ellenŖrz®s problematik§ja a matematika 

minden r®szter¿let®t ®rinti. 

Kor§bban m§r eml²tett¿k, hogy a jelenlegi feladatmegold·-m·dszertani kult¼r§nkban ï 

kºzmegegyez®s alapj§n ï ritk§n kºvetelj¿k meg azon feladatok ellenŖrz®s®t, amelyekben a 

tiszta egyenleteket seg®deszkºzk®nt haszn§ljuk. A kialakult gyakorlat mellett tºbb ®rvet is fel-

soroltunk: az ellenŖrz®s kºtelezŖ szerepeltet®s®vel hosszadalmass§ v§lna a megold§s; t¼ls§go-

san nagy s¼lyt kapna az ellenŖrz®s-kompetencia a pontoz§skor; vagy tartalmi szempontb·l 

ezekben a feladatokban gyakran m§r l®tezŖ objektumok kºzºtti kapcsolatokat ²runk le, ekkor 

pedig m§r nem kºvetelj¿k meg az ellenŖrz®st. (A modell ®rv®nyess®g®nek vizsg§lata persze 

nem maradhat el.)  

 

Tematikus szempontb·l a helyzet kiss® kusza, b§r a fentiek alapj§n tºbb®-kev®sb® ®rthe-

tŖ. Tegy¿k fel, hogy egy egyenlet megold§s§ra vezethetŖ vissza a feladat. Ha ez sz§mtani-

m®rtani sorozattal kapcsolatos, akkor n®ha szerepel az ellenŖrz®s; ha p®ld§ul kamatsz§m²t§si 

vagy kombinatorikai feladat, akkor csak nagyon ritk§n; ha pedig geometriai, akkor szinte so-

ha. 

Persze nem sz§m²thatjuk ide az ellenŖrizhetetlen feladatokat, ilyenek §ltal§ban a 

val·sz²nŤs®gsz§m²t§si feladatok, vagy a nagy sz§mokat eredm®nyezŖ kombinatorika p®ld§k. 

De sajnos nincs egys®ges konvenci·, mi sz§m²t m®g ellenŖrizendŖ eredm®nynek. Ha p®ld§ul 

egy kombinatorika vagy sz§melm®let feladatban 1-2 esetet kapunk, ellenŖrizhetj¿k; 3-4 eset®-

ben ez m§r k®rd®ses; de a gyakorlatban 10 esetet biztosan nem fogunk visszahelyettes²t®ssel 

ellenŖrizni. (A k®sŖbbi fejezetekben konkr®t p®ld§kat mutatunk.) 

Azokn§l a feladatokn§l, ahol eszkºzk®nt haszn§ljuk az egyenleteket, az ellenŖrz®st teh§t 

ritk§n v§rjuk el. Legink§bb csak akkor, ha az ellenŖrz®ssel a h§tt®rmodell szempontj§b·l ha-

mis eredm®nyt szŤr¿nk ki. 

 

6.4. Megjegyzések, következtetések 

 

1. A szºveges feladatok megold§sa sor§n elŖszºr a feladat szºveg®nek megfelelŖ mo-

dellt alkotjuk meg. A modellalkot§s matematikailag egy egyenlet (egyenlŖtlens®g, egyenlet-

rendszer) fel§ll²t§s§t jelenti, bizonyos h§tt®rfelt®telek figyelembe v®tel®vel.  

A kapott Ătisztaò egyenletbŖl tov§bbi egyenletek l§ncolat§nak fel²r§s§val kapjuk a meg-

old§st; az ellenŖrz®s sor§n pedig meg kell gyŖzŖdn¿nk arr·l, hogy a kapott eredm®nyek az 

eredeti probl®m§nak is a megold§sai.  
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a feladatban 

szºvegesen 

megfogalmazott 

probléma 

modell 

felállítása 

Ătisztaò egyenlet 

(egyenlŖtlens®g, 

egyenletrendszer) 

+ h§tt®rfelt®telek 

egyenletek 

láncolata 

kºvetkezm®ny 

§talak²t§sok, 

ekvivalens 

§talak²t§sok 

eredmény visszacsatol§s: 

ellenőrzés 

 
Az ekvivalencia k®rd®se k®tszeresen is felvetŖdik:  

ï egyr®szt a Ătisztaò egyenletek megold§sakor (k®rd®s, hogy a fel²rt egyenletek l§nco-

lata ekvivalens §talak²t§sok eredm®nye-e); 

ï m§sr®szt a probl®ma ®s a fel§ll²tott modell kapcsolat§nak vizsg§latakor. 

(Egy feladatot (probl®m§t) ®s a hozz§tartoz· modellt (egyenletet, egyenletrendszert, 

egyenlŖtlens®get) ekvivalensnek nevez¿nk, ha a megold§shalmazuk megegyezik.) 

 

2. Ha a feladat szºveg®bŖl az algebra nyelv®re tºrt®nŖ Ăk·dol§sò ekvivalens §tfogal-

maz§s volt, akkor a tiszta egyenletek ellenŖrz®se egy¼ttal a feladat ellenŖrz®s®t is jelenti. Elvi-

leg ekkor nem sz¿ks®ges a szºvegbe val· visszahelyettes²t®s; de az ºsszetettebb feladatokn§l 

bonyolult lehet a szºveg Ú modell ekvivalencia igazol§sa. 

 

3. Sok esetben term®szetesnek vessz¿k a szºveg Ú modell ekvivalenci§t. (P®ld§ul a 

Pitagorasz-t®tel fel²r§sa der®kszºgŤ h§romszºgben, egy koszinusz-t®tel alkalmaz§sa, a m§sod-

fok¼ megold·k®plettel val· sz§mol§s, k®t egyenes metsz®spontj§nak kisz§m²t§sa, vagy egy 

kombinatorika feladatban a permut§ci·k sz§m§nak fel²r§sa.) Ilyenkor §ltal§ban nem v®gz¿nk 

ellenŖrz®st. 

 

4. A szºvegbe val· visszahelyettes²t®s elsŖsorban az®rt aj§nlhat·, mert ï mint ellenŖr-

z®s ï teljes megold§st ad akkor is, ha az egyenletek l§ncolat§ban kºvetkezm®ny-egyenletek 

szerepeltek, ®s akkor is, ha a modell a szºvegnek nem ekvivalens-, hanem csak kºvetkez-

m®ny-§t²r§sa volt. 

 

7. Példák szöveges feladatok ellenőrzésére 

 

A szºveges feladatok ellenŖrz®s®nek technik§j§val kapcsolatban az ¼tmutat·kban sze-

replŖ elv§r§sok nem egys®gesek. Nem vil§gos, a vizsg§z·nak melyik m·dszert kºtelezŖ al-

kalmaznia: 

ï ĂEllenŖrz®s a szºvegbe helyettes²t®ssel.ò 

ï ĂA szºvegbe helyettes²t®ssel ellenŖriztem, ®s kijºtt.ò 

ï Vagy amikor sz§mol§sos nyoma van a szºvegbe (nem az egyenletbe!) tºrt®nŖ helyet-

tes²t®snek. 
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(Az ut·bbi ®vekben a gyakorlat ®rezhetŖen egys®gesedik, az ¼tmutat·kban §ltal§ban 

szerepel a szºvegbe tºrt®nŖ helyettes²t®sre utal§s.) 

  

N®h§ny p®ld§t v§lasztottunk 2005-bŖl. 

 

P.7.1. KSz 2005. május 10. 17. Anna ®s Zsuzsi is szeretn® megvenni az ¼js§gosn§l az 

egyik magazint, de egyik l§nynak sincs elegendŖ p®nze. Anna p®nz®bŖl hi§nyzik a magazin 

§r§nak 12%-a, Zsuzsi p®nz®bŖl pedig az §r egyºtºde. Ez®rt elhat§rozz§k, hogy kºzºsen veszik 

meg a magazint. A v§s§rl§s ut§n ºsszesen 714 Ft-juk maradt. 

a) Mennyibe ker¿lt a magazin, ®s mennyi p®nz¿k volt a l§nyoknak k¿lºn-k¿lºn a v§s§rl§s 

elŖtt?           (10 pont) 

b) A marad®k 714 Ft-ot igazs§gosan akarj§k elosztani, azaz ¼gy, hogy a v§s§rl§s elŖtti ®s ut§-

ni p®nz¿k ar§nya azonos legyen. H§ny forintja maradt Ann§nak, illetve Zsuzsinak az osztoz-

kod§s ut§n?         (7 pont) 

 

(megold§sr®szlet) 

a)  
 

b)  
 

Ebben a r®gi ¼tmutat·ban (a k®tszintŤ ®retts®gi vizsga korai szakasz§b·l) nincs egy®r-

telmŤen megkºvetelve a szºvegbe val· helyettes²t®s (®s ezen k²v¿l sem utal semmi arra, hogy 

mi v§rhat· el ez®rt az 1 pont®rt); az ¼jabb feladatsorok pontoz§si ¼tmutat·iban ez m§r kºvet-

kezetesen szerepel. 

 

P.7.2. KSz 2005. május 29. 15. Egy sz§mtani sorozat elsŖ tagja 5, m§sodik tagja 8. 

a) Adja meg a sorozat 80. tagj§t!        (2 pont) 

b) Tagja-e a fenti sorozatnak a 2005? (V§lasz§t sz§m²t§ssal indokolja!)   (3 pont) 

c) A sorozat elsŖ n tagj§t ºsszeadva az ºsszeg 1550. Hat§rozza meg n ®rt®k®t!  (7 pont) 

 

c) (megold§sr®szlet) 
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Az ellenŖrz®s ebben a megold§sban ink§bb a megold§s ¼jrasz§mol§s§nak tŤnik. Az utols· 2 pontb·l az 

elsŖt a modell ellenŖrz®s®re adhatjuk, m²g a m§sodikat ink§bb a v§laszra (amiben burkoltan megjelenhet az el-

lenŖrz®s, l§sd P.5.1.). 

 

P.7.3. KSz 2005. október 14. Egy kult¼rpalota sz²nh§zterm®nek a n®zŖtere szimmetri-

kus trap®z alaprajz¼, a sz®ksorok a sz²npadt·l t§volodva rºvid¿lnek. A legh§ts· sorban 20 

sz®k van, ®s minden megelŖzŖ sorban 2-vel tºbb, mint a mºgºtte l®vŖben. 500 di§k ®s 10 k²-

s®rŖ tan§r pont megtºltik a n®zŖteret. H§ny sz®ksor van a n®zŖt®ren?  (12 pont) 

 

 

 
 
n1 = 15 eset®n m®g ellenŖrizni kellene, hogy nem kapunk negat²v sz§m¼ ¿l®st az elsŖ sorban. Itt teh§t a 

modell ellenŖrz®se hi§nyzik. 

 

P.7.2. c)-ben a szºvegbe helyettes²t®ssel ellenŖrz¿nk, m²g a teljesen azonos strukt¼r§j¼ 

P.7.3.-ban egy§ltal§n nincs ellenŖrz®s. A kºvetkezetlens®g mellett mindk®t feladatban megje-

lenik viszont a modell vizsg§lata, ami alapj§n a negat²v gyºk kiz§r§sra ker¿l. 
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P.7.2. c)-ben nem a 3n2 + 7n ï 3100 = 0 egyenletbe helyettes²t¿nk (ez lenne a Ătisztaò 

egyenlet ellenŖrz®se), hanem a szºvegbe helyettes²t®ssel a sz§mtani sorozat tulajdons§g§t el-

lenŖrizz¿k. (Ami persze megoldja a Ătisztaò egyenlet ellenŖrz®s®t is.) Viszont a feladat k®rd®-

ses abb·l a szempontb·l, hogy az ellenŖrz®s ny¼jt-e valamilyen megold§si tºbbletet, azaz va-

l·ban sz¿ks®g van-e r§. Az ellenŖrz®s az n
aa n Ö
+

2

1  ºsszegk®plet kisz§mol§s§t jelenti, ami-

nek v®gigsz§mol§sa l®nyeg®ben a megold§s megism®tl®se. (B§r nem teljesen: a kapott m§sod-

fok¼ egyenlet gyºkeit a megold·k®plettel keress¿k meg, m²g a visszahelyettes²t®s konstan-

sokkal dolgozik.)  

Az ¼jra-sz§mol§sos ellenŖrz®seket pedig az ut·bbi idŖben nem k®rik az ¼tmutat·k. 

(P.7.3-ban ink§bb hi§nyolhat· a modell ellenŖrz®se, a negat²v sz§m¼ ¿l®s lehetŖs®g®nek 

kiz§r§sa.) 

 

P.7.4. ESz 2005. május 10. 3. Egy nºvekedŖ sz§mtani sorozat elsŖ h§rom tagj§nak ºsz-

szege 60. Az elsŖ tagot 64-gyel nºvelve, a m§sik k®t tagot v§ltozatlanul hagyva, egy m®rtani 

sorozat elsŖ h§rom tagj§hoz jutunk. Mennyi a k®t sorozat elsŖ h§rom tagja? (13 pont) 

 

  

 
 

A P.7.4. p®ld§ban is az utols· 3 pont kioszt§sa tºbbf®lek®ppen ®rt®kelhetŖ. N®h§ny 

gondolat: 

£rt®kelhet¿nk ¼gy, hogy a 3 pont a modell ellenŖrz®s®®rt j§r. B§r mag§t a helyettes²t®st 

nem v®gzi el az ¼tmutat·, a sz§mtani ®s m®rtani sorozat-tulajdons§g igen egyszerŤen l§tszik. 

(N®zŖpont k®rd®se, hogy a d1 = ï16 kiz§r§s§t is (modell) ellenŖrz®si l®p®snek tekintj¿k-e.)  

Soknak tŤnik a 3 pont; ®rt®kelhet¿nk ¼gy is, hogy az utols· k®t pont tulajdonk®ppen a 

v§lasz®rt j§r. (Erre utal a jobboldali has§b k®t megjegyz®se is.) Az ellenŖrz®sre utal· Ăval·ban 

megold§sò formul§k kiss® a levegŖben l·gnak: a sz§mtani ®s a m®rtani sorozat k®pz®se is a 

defin²ci· szerint tºrt®nt a feladatban, nem nagyon k®pzelhetŖ el, hogy ne kapjunk pl. m®rtani 

sorozatot. Az ellenŖrz®s¿k feleslegesnek, ink§bb egyfajta Ănyugt§z§snakò tŤnik. 
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Ugyanakkor t®ny, hogy a tan²t§si gyakorlatban, a hagyom§nyok alapj§n a hasonl· fel-

adatokat §ltal§ban ellenŖrizni (nyugt§zni?) szoktuk. 

(Egy utols· ®szrev®tel: a modell ellenŖrz®se megkºvetelheti annak a vizsg§lat§t, hogy 

nem jºhet-e ki pl. 0 a m®rtani sorozat valamelyik tagjak®nt.) 

 

A kºvetkezŖ P.7.5. c)-ben az ¼tmutat· nem k®r ellenŖrz®st, hiszen az a feladat ¼jrasz§-

mol§sa lenne. 

 

P.7.5. ESz 2005. október, 8. a) Egy oszt§ly tanul·i a tan®v sor§n h§rom kir§ndul§son 

vehettek r®szt. Az elsŖn az oszt§ly tanul·inak 60 sz§zal®ka vett r®szt, a m§sodikon 70 sz§za-

l®k, a harmadikon 80 sz§zal®k. ĉgy h§rom tanul· h§romszor, a tºbbi k®tszer kir§ndult. H§ny 

tanul·ja van az oszt§lynak?         

b) A h§rom kºz¿l az elsŖ kir§ndul§son t²z tanul· kºrm®rkŖz®ses asztalitenisz bajnoks§got j§t-

szott. (Ez azt jelenti, hogy a t²z tanul· kºz¿l mindenki mindenkivel pontosan egy m®rkŖz®st 

v²vott.) Mutassa meg, hogy 11 m®rkŖz®s ut§n volt olyan tanul·, aki legal§bb h§romszor j§t-

szott!            

c) A m§sodik kir§ndul§sra csak az oszt§ly kos§rlabd§z· tanul·i nem tudtak elmenni, mivel 

®ppen m®rkŖz®s¿k volt. A kosarasok §tlagmagass§ga 182 cm, az oszt§ly §tlagmagass§ga 

174,3 cm. Sz§m²tsa ki a kir§ndul§son r®szt vevŖ tanul·k §tlagmagass§g§t!   

 

 
 

Sz®p p®lda a modell ellenŖrz®s®re egy r®gebbi felv®teli feladat:  

 

P.7.6. (Pótfelvételi, 1968/7.) Egy n-szºg belsŖ szºgei olyan sz§mtani sorozatot alkot-

nak, amelynek elsŖ eleme 120Á ®s k¿lºnbs®ge 5Á. H§ny oldal¼ a sokszºg?  

Megoldás: Az ( )
( )

n
n

n Ö
¯Ö-+̄+̄

=̄Ö-
2

51120120
1802  egyenletben az n1 = 16 ®s 

n2 = 9 eredm®nyek kºz¿l az elsŖ nem fogadhat· el, mert ekkor a sokszºgnek volna egy 180Á-

os szºge is. 

Ez a P.7.6. feladat tekinthetŖ szºvegesnek, hiszen a sokszºgek szºgºsszege ®s a sz§m-

tani sorozat jellemzŖi seg²ts®g®vel fogalmazhat· meg az egyenlet. Ugyanakkor arra is j· p®l-

da, hogy n®ha mennyire neh®z a modell ®rv®nyess®g®t ellenŖrizni. 

 

P.7.7. Milyen g alap¼ sz§mrendszerben lesz g144  n®gyzetsz§m? 

Megoldás: A ( )22 244 +=++ ggg  §talak²t§s miatt g b§rmilyen pozit²v eg®sz sz§m 

lehet ï de csak 4-n®l nagyobb, mert a vizsg§lt sz§mban szerepel a 4-es sz§mjegy. 

 

Ez a P.7.7. p®lda m§r nem igaz§n tekinthetŖ szºveges feladatnak (k®szen kapjuk az §ll²-

t§st), de a feladathoz kºthetŖ modell ellenŖrz®s®re ï miszerint g > 4 ï sz¿ks®g van. 
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8. További példák és észrevételek 

 

8.1. Periodikus eredmények 

 

A trigonometrikus egyenletek megold§sakor §ltal§ban v®gtelen sok gyºkºt kapunk, 

ezek ellenŖrz®se neh®zkes, ®rdemes teh§t az ekvivalens §talak²t§sokra hivatkozni. Ha vissza-

helyettes²t®ssel ellenŖrz¿nk ï p®ld§ul mert kºvetkezm®ny-§talak²t§sokat is alkalmaztunk ï, 

akkor az ellenŖrz®s 

ï csak a pontos ®rt®kkel v®gezhetŖ (pl. p
p

kx 2
3

1 +=  az al§bbi p®ld§ban; semmik®ppen 

sem pk,x 20511 +=  vagy 2860511 ,k,x Ö+= ); 

ï ®s csak ¼gy, hogy az eredm®ny¿l kapott peri·dust is visszahelyettes²tj¿k. 

(A di§kok kedvelt elj§r§sa, hogy egyszerŤen a [0; 2p[ alapperi·dusba esŖ gyºkºket he-

lyettes²tik vissza. Ez helytelen, a trigonometrikus f¿ggv®nyek peri·dusa m·dosulhat a fel-

adatban. P®ld§ul sin(2x) peri·dusa p ,  
3

sin
x

 peri·dusa 6p.)  

 

P.8.1. KSz 2005. május 10, 13. Oldja meg a kºvetkezŖ egyenletet a val·s sz§mok hal-

maz§n!    cos2x + 4cosx = 3sin2x.    (12 pont) 
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Az ¼tmutat· szerint az ellenŖrz®sre 3 pont j§r, 2 pont a modell helyess®g®nek vizsg§la-

t§®rt, ®s 1 pont a technikai r®sz®rt. Az utols· megjegyz®s szerint, ha a vizsg§z· az eredm®nyt 

hib§san, peri·dus n®lk¿l adja meg, att·l m®g kaphat pontot a behelyettes²t®ses ellenŖrz®sre. 

Sajnos arra nincs utal§s, mi a teendŖ akkor, ha a peri·dussal egy¿tt adja meg a megold§st a 

vizsg§z· (helyesen), de a peri·dus n®lk¿l ellenŖriz. Valami ilyesminek kellene itt lennie: 

Ha p
p

kx 2
3

1 += , akkor 
4

9

2

1
4

4

1
2

3
cos42

3
cos2 =Ö+=ö

÷

õ
æ
ç

å
++ö

÷

õ
æ
ç

å
+ p

p
p

p
kk , 

4

9

2

3
32

3
sin3

2

2 =
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
Ö=ö

÷

õ
æ
ç

å
+Ö p
p

k , a k®t oldal egyenlŖ. (Hasonl·an x2-re is.) 

Az elj§r§s bonyolult, az eddigi ¼tmutat·k kºz¿l egyetlen egy sem tartalmazott peri·dus-

sal egy¿tt tºrt®nŖ visszahelyettes²t®st. 

 
Az ®retts®gi vizsg§n a peri·dussal egy¿tt tºrt®nŖ visszahelyettes²t®s elv§r§sa kiss® irre§lis is lenne. Az el-

j§r§s munkaig®nyes ï fŖleg a szerezhetŖ minim§lis pont®rt! ï, ®s a vizsg§z·kat nem is nagyon k®sz²tj¿k fel erre. 

(Sem a tan²t§si gyakorlatban, sem a kor§bbi ®vek ¼tmutat·i gyakorlata alapj§n.) 

 

8.2. Az ellenőrzésért járó pontok szétosztása 

 

Az elŖzŖ P.8.1. feladatban az ellenŖrz®s®rt j§r· pontsz§mokat tºbbf®lek®ppen is ®rtel-

mezhetj¿k. Az egyik ®rtelmez®s lehet a fenti: 2 pont a modell, 1 pont a fel§ll²tott Ătisztaò 

egyenlet ellenŖrz®s®®rt. Egy m§sik lehets®ges ®rtelmez®s szerint az elsŖ 2 pont m®g a fel-

adatmegold§s szerves r®sze, maga az ellenŖrz®s csak az utols· pontot jelenti. £s h§t kis t¼l-

z§ssal 1-tŖl 3 pontig b§rmennyit adhatunk az utols· k®t sorra: a minim§lis 1 pontot p®ld§ul 

akkor, ha mindk®t sort ºsszesen 1 pont®rt az ellenŖrz®shez soroljuk. 

Vagy hasonl· p®lda P.7.4. is, amelyet fentebb szint®n 3 pontos modell-ellenŖrz®sk®nt 

®rtelmezt¿nk, de m§s lehetŖs®gek is vannak mind az ®rtelmez®s®re, mind a pontsz§m meg§l-

lap²t§s§ra. (Mit tekint¿nk modellnek, mi tartozik m®g hozz§, milyen m®lys®gig ellenŖrizz¿k 

stb.)  

 

P.8.2.1. Milyen alap¼ az a sz§mrendszer, amiben a 132 t²zes sz§mrendszerbeli sz§m 

alakja 156?  

Megoldás: Ha a sz§mrendszer alapja x, akkor x2 + 5x + 6 = 132  Ú   

(1) x1 = ï14, 

(2) x2 = 9, 

(3) x1 a feladatnak nem megold§sa (sz§mrendszer alapja nem lehet negat²v), 

(4) x2 = 9 lehets®ges, mert pozit²v eg®sz sz§m, 

(5) ®s 6-n§l nagyobb. 

Ez az ºt gondolati egys®g 2-tŖl 5 pontig is jutalmazhat·. 

A maximum pontoz§s mindegyik gondolati egys®get 1-1 ponttal jutalmazhat, az utols· 

3 pontot a modell ellenŖrz®s®®rt adva. Technikailag az x2 = 9 elfogad§sa ut§n m®g 1 pont ad-

hat·, ha a megold§s hangs¼lyozza (5)-ºt. (A pontoz§s v®dhetŖ, de term®szetesen egy 5 pontos 

feladatban irre§lisnak tŤnik, hogy 3 pontot adjunk az ellenŖrz®sre.)  

A m§sik v®glet a minimum: (1) ®s (2) ®r 1 pontot (a k®t gyºk meghat§roz§sa), a (3) ï 

(5) egys®gek®rt pedig szint®n 1 pontot adhatunk (mint ellenŖrz®s®rt ºsszesen). 

Az al§bbi P.8.2.2. p®ld§ban az ellenŖrz®sek®rt ºsszesen az utols· 1 pont j§r (b§r az elsŖ 

pont is ide sorolhat·). 
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P.8.2.2. ESz 2008. október, 1. Oldja meg a val·s sz§mok halmaz§n az al§bbi egyenle-

teket: 

a) (x ï 2)Ölg(x2 ï 8) = 0 

b) x2 ï îxî = 6 

 

 
 

Kiss® szokatlan persze a k®t sz®lsŖs®ges pontoz§s, ®s ha P.8.2.1-ben (5)-ºt hangs¼lyoz-

zuk, akkor ism®t szerepet kaphat a kitŤz®si elv (olyan feladat kitŤz®se, amelyben az egyik 

gyºk 6-n§l nem nagyobb pozit²v eg®sz sz§m). ¥sszess®g®ben tal§n az §llap²that· meg, hogy 

az ¼tmutat·kban az ellenŖrz®s®rt j§r· pontok sz®toszt§sa nem tºrt®nik mindig egys®gesen, ®s 

egy kis mozg§steret enged a jav²t§sban ï de ez egy§ltal§n nem tŤnik nagy probl®m§nak. 

 

8.3. Nyilak használata (Ý, Ú) 

 

A megold§si ¼tmutat·kban n®h§ny ®ven kereszt¿l megjelentek az ekvivalens §talak²t§-

sokat jelºlŖ ôÚô nyilak. (Ilyen volt az elŖzŖ P.8.2.2. p®lda is.) A jelºl®s alkalmaz§sa figye-

lemre m®lt·: egyszerŤbb, tºmºrebb, ®s a le²r§sb·l kihagyja a (gyakran nem t¼l sokatmond·) 

tºltel®kszavakat. A jelºl®si m·dszer nem v§lt §ltal§nosan elterjedt® az ¼tmutat·kban, pedig 

haszn§lata ï tudatos haszn§lata! ï nagy seg²ts®g lehetne a di§kok sz§m§ra. (A jelºl®s term®-

szetesen nem szokatlan a tan²t§si gyakorlatban: p®ld§ul azonos egyenlŖtlens®gek igazol§sakor 

hangs¼lyozottan, soronk®nt ®rdemes szerepeltetni.) 

Az al§bbi P.8.3. p®ld§ban tºbbszºr is megjelenik az Ú ekvivalencia-jelºl®s. Sajnos ez 

m®g nem el®g, minden l®p®sn®l alkalmazni kellene. A megold§s elsŖ sor§ban, a n®gyzetre 

emel®skor keletkezhettek hamis gyºkºk, ²gy a visszahelyettes²t®ssel tºrt®nŖ ellenŖrz®s kºtele-

zŖ. A nyilak alkalmaz§sa nem ®rte el teljes m®rt®kben a c®lj§t. (Az ¼tmutat· pedig Ăt¼ls§go-

san nagyvonal¼anò csak utal az ellenŖrz®s v®grehajt§s§ra.) 

 

P.8.3. ESz id 2008. május, 3. Hat§rozza meg az  a  val·s param®ter ®rt®k®t ¼gy, hogy a 

4x2 ï 4(sina + cosa)Öx + 1 + sina = 0 

egyenletnek egy darab k®tszeres val·s gyºke legyen! (13 pont) 
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dob§s®rt®k 1 2 3 4 5 6 

darabsz§m 7  8 9  11 

 

 
 
Az ¼tmutat· ²gy kiss® hi§nyos is, hiszen nem §rulja el, hogy melyek a hamis gyºkºk. 

 

8.4. Ellenőrzés különböző témakörökben 

 

Az ellenŖrz®s fogalm§t elsŖsorban az algebrai ter¿lethez kºtj¿k (egyenletek, egyenlŖt-

lens®gek, egyenletrendszerek megold§sa), b§r az esetleges modell vizsg§lata minden t®ma-

kºrben szerepelhet, ®s a t§gabban ®rtelmezett ellenŖrz®s ak§r egy geometriai feladat diszkusz-

szi·j§t is jelentheti. A k¿lºnbºzŖ t®makºrºkbeli ellenŖrz®st elsŖsorban a szºveges feladatok 

induk§lj§k. A tov§bbiakban n®h§ny p®ld§t mutatunk k¿lºnbºzŖ t®makºrºkbŖl, v§zlatos meg-

old§sokkal; elsŖsorban olyanokat, amelyeknek az ellenŖrz®se valamilyen ®rtelemben k®rd®se-

ket vet fel. 

 

P.8.4.1. 50 kockadob§s eredm®ny®t tar-

talmazza a t§bl§zat, sajnos k®t cella ut·lag ol-

vashatatlann§ v§lt. Mik lehettek a hi§nyz· do-

b§s®rt®kek, ha a dobott sz§mok §tlaga 3,8 volt? 

Megoldás: Jelºlje x a 2-es dob§sok sz§m§t, ekkor az 5-ºs dob§sok sz§ma 15 ï x. Az §t-

lag 
( )

83
50

6115154938217
,

xx
=

Ö+Ö-+Ö+Ö+Ö+Ö
; innen x = 6;  15 ï x = 9. EllenŖrz®s: 

83
50

6115949382617
,=

Ö+Ö+Ö+Ö+Ö+Ö
 val·ban. 

 

K®rd®s, hogy megkºvetelj¿k-e az ellenŖrz®st? 

 
Az ellenŖrz®s a megadott form§ban ¼jra-megold§s, teh§t felesleges. Tekinthetj¿k az egyszerŤ feladatok-

ban kor§bban jelzett, a v§laszban megfogalmazott burkolt ellenŖrz®snek azt is, hogy x = 6 meg§llap²t§sa ut§n 

15 ï x is pozit²v eg®sz sz§m. 

 

P.8.4.2. Egy h§romszºg ker¿lete 21,96 cm, oldalainak hosszai (centim®terben m®rve) 

egy olyan m®rtani sorozat egym§st kºvetŖ tagjai, melynek h§nyadosa q = 0,8. Sz§m²tsa ki a 

h§romszºg oldalainak hossz§t!  

Megoldás: Az a, b = 0,8a, c = 0,82Öa oldalakkal  a + 0,8a + 0,82a = 21,96  Ý  a = 9. A 

h§romszºg oldalainak hossza a = 9 cm, b = 7,2 cm ®s c = 5,76 cm. EllenŖrz®s: a h§romszºg-

egyenlŖtlens®g alapj§n az oldalhosszak val·ban lehetnek egy h§romszºg oldalai. 
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Kell-e ellenŖrizni, hogy 80,
b

c

a

b
== ? Esetleg t¼l kºnnyŤ az egyenlet? Vagy ez csak ¼j-

ra-sz§mol§s lenne? 

 
A 0,8 ar§nyra v®lem®ny¿nk szerint nem kell ellenŖrz®s, ad·dik a megold§s menet®bŖl; csak¼gy, mint a 

ker¿let ®rt®ke. 

 

P.8.4.3. Egy teljes gr§f ®leinek sz§ma N. Az eggyel tºbb pontb·l §ll· teljes gr§f ®leinek 

sz§ma M. Az eredeti teljes gr§fn§l h§rommal tºbb pontb·l §ll· teljes gr§f ®leinek sz§ma 

N + M. Hat§rozza meg N ®rt®k®t!  

Megoldás: ha az eredeti gr§f pontjainak sz§ma n, akkor 

( ) ( ) ( )( )
2

23

2

1

2

1 ++
=

+
+

- nnnnnn
  Ú  0652 =-- nn   Ú  n1 = ï1 vagy n2 = 6. Az elsŖ gyºk 

kiz§rhat·, a m§sodik esetben N = 15. EllenŖrz®s a szºveg alapj§n: a hatpont¼ teljes gr§f ®lei-

nek sz§ma 15, a h®tpont¼® 21, a kilencpont¼® 36. 15 + 21 = 36 val·ban.  

 

Itt is: val·ban sz¿ks®ges az n2 ellenŖrz®se? Ez nem az eredeti megold§s ¼jra-sz§mol§sa 

lenne? Vagy esetleg az ellenŖrz®s annak meg§llap²t§sa, hogy l®tezik a 6, 7 ®s 9 pont¼ teljes 

gr§f? 

 
Itt tal§n van funkci·ja a megadott ellenŖrz®snek: elvileg negat²v is lehetne valamelyik sz§rmaztatott gr§f 

pontjainak a sz§ma. 

 

P.8.4.4. Hat§rozzuk meg azokat a k®tjegyŤ pozit²v eg®sz sz§mokat, amelyek 9-cel na-

gyobbak a sz§mjegyeik szorzat§n§l! 

Megoldás: Az  ab sz§mra fel²rhat· a 10a + b = ab + 9 egyenlet, ennek megold§sa 

(a; b) = (1; 3) vagy (a; b) = (2; 7). EllenŖrz®s: 13 = 1Ö3 + 9 ®s 27 = 2Ö7 + 9 val·ban. 

 
A megadott ellenŖrz®s ink§bb csak sz§mol§si pr·b§nak tŤnik. De a mindennapi gyakorlatban ezt a fel-

adatt²pust §ltal§ban ellenŖrizz¿k; tal§n csak az®rt, mert olyan j·l ellenŖrizhetŖ.  

 

P.8.4.5. Hat§rozzuk meg azokat a k®tjegyŤ pozit²v eg®sz sz§mokat, amelyek a sz§mje-

gyeik szorzat§nak a h®tszeres®vel egyenlŖk! 

Megoldás: Az  ab sz§mra fel²rhat· a 10a + b = 7(a + b) egyenlet, innen a = 2b, azaz a 

keresett sz§m 21, 42, 63 vagy 84. 

 

Ez ut·bbi feladatban m§r nem szoktunk ellenŖrizni. Kicsit soknak tŤnik a 4 sz§m (per-

sze kºnnyen konstru§lhatunk m®g tºbb eredm®nyt ad· feladatot is), azonos strukt¼r§j¼ ®s §t-

l§that· az eredm®ny. 

 

P.8.4.6. Hat§rozzuk meg x ®s y ar§ny§t, ha adott az al§bbi egyenletrendszer: 

()

() îý

î
ü
û

-=-+

-=+-

.yxyx

,yxyx

27322

3261

22

22

  

ĂMegoldás (hibás): ï2Ā(1) + 3Ā(2): ekkor 4x2 + 21xy ï 25y2 = 0. y  ̧ 0, ²gy  

025
214

2

2

=-+
y

x

y

x
  Ú  1=

y

x
 vagy 

4

25
-=

y

x
. Ekvivalens §talak²t§sokat v®gezt¿nk.ò 
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Ez a feladat csapda-jellegŤ. Nem nyilv§nval·, hogy a helytelen eredm®nyt ki kell szŤr-

ni, ®s az sem, hogy mik®ppen. 
4

25
-=

y

x
 nem lehets®ges, ami p®ld§ul az yx

4

25
-= -nek (1)-

be tºrt®nŖ visszahelyettes²t®s®vel l§that·. 

 

8.4. Megjegyzés 

 

A fenti feladatban a probl®m§t az okozta, hogy az egyenletrendszerbŖl egyenletet §ll²tot-

tunk elŖ. Megmutathat·, hogy ez a l®p®s §ltal§ban nem ekvivalens, m®g a legegyszerŤbb ese-

tekben sem (egyik v§ltoz· kifejez®se, vagy egyenletekkel v®gzett, egyenletet ad· line§ris 

kombin§ci·k alkalmaz§sa stb.) Az egyenletrendszerek ekvivalenci§ja neh®z t®makºr, t¼lmutat 

a kºz®piskol§s tananyagon. Most csak annyit jegyz¿nk meg, hogy egyenletrendszerrel csak 

egyenletrendszer lehet ekvivalens. (Mivel a kºz®piskol§ban §ltal§ban ¼gy oldunk meg egyen-

letrendszert, hogy az ismeretlenek fokozatos kik¿szºbºl®s®vel egyismeretlenes egyenletet §ll²-

tunk elŖ, ²gy az ekvivalencia-probl®ma jellemzŖen fenn§ll ï m®g akkor is, ha az egyszerŤ 

egyenletek miatt nem tºrt®nik gyºkveszt®s vagy nem sz¿letik hamis gyºk.) Gyakorlati szem-

pontb·l a fenti egyenletrendszer-ekvivalencia meg§llap²t§snak k®t fontos kºvetkezm®nye van.  

ï Ha egyenletrendszerbŖl egyenletet kaptunk (l§sd p®ld§ul a fenti feladat), akkor vala-

melyik kor§bbi egyenlet(ek)et is meg kell Ŗrizn¿nk az ekvivalencia teljes¿l®s®hez;  

ï ellenŖrz®s szempontj§b·l pedig azt fontos hangs¼lyoznunk, hogy az ºsszes eredeti 

egyenletet ellenŖrizn¿nk kell. 

 

8.5. Javaslatok (amik támogatottsága nem túl nagy)  

 

L§ttuk az egyes feladatt²pusok elemz®sekor, hogy a legtºbb ®szrev®tel¿nkhºz t¿st®nt ta-

l§ltunk kiv®teleket is. Ez a k®tarc¼s§g a t®makºr jelleg®bŖl ad·dik, ®s emiatt §ltal§nos ®rv®-

nyŤ javaslatok nem is igen tehetŖk. Az egyszerŤbb ®szrev®teleket a megfelelŖ helyen jelezt¿k 

(ilyen volt p®ld§ul az, hogy a szºvegbe val· helyettes²t®s lehetŖleg az ¼tmutat·ban is jelenjen 

meg, ne csak az erre val· utas²t§s szerepeljen). K®t rendszerjellegŤ javaslatot is megeml²t¿nk, 

b§r tudjuk, hogy csak r®szben val·s²that·k meg, ®s mindkettŖ bevezet®se (term®szetesen) to-

v§bbi probl®m§kat sz¿lne. 

 

8.5.1. Az egyik lehetŖs®g az lehet (kitŤz®si oldal), hogy a feladat szºvege jelezze, ha 

kell az ellenŖrz®s (azaz pontot ®r a jav²t§s sor§n); illetve alkalmank®nt azt is jelezze, ha nem 

k®ri. (Hasonl· jellegŤ a kºz®pszintŤ ®retts®gi sorok elsŖ r®sz®ben az indokl§s k®r®se.)  

A javaslat t§mogatotts§ga nem nagy, a sok felvetŖdŖ probl®ma kºz¿l az egyiket meg-

eml²tj¿k: a Ătisztaò egyenletekn®l az ekvivalencia ï visszahelyettes²t®s k®rd®skºre el®g j·l ti-

piz§lhat·, ®s ismerete (felismer®se) szakmai tartalmat is hordoz, a feladatmegold§s szerves r®-

sze. Az ellenŖrz®si k®r®s bevezet®se szakmailag szeg®nyebb® tenn® a megold§st. 

 

8.5.2. Egy m§sik lehetŖs®g a Ătisztaò egyenletek kºr®ben kiszŤrn® a Ăt¼l kºnnyŤò vagy 

egyes esetekben a Ăt¼l bonyolultò ellenŖrz®seket (5.1–5.2. pontok ï amikor hi§nyzik az ellen-

Ŗrz®s). Egys®ges elvk®nt kimondhatn§nk, hogy az elsŖ- ®s m§sodfok¼ egyenletek megold§sa 

eset®n nem k®rj¿k az ellenŖrz®st. (Az elsŖ esetben t¼l kºnnyŤ a feladat; a m§sodikban pedig 

ismert a megold·k®plet, ennek levezet®se ekvivalens l®p®sekkel tºrt®nt a tan²t§si ·r§n, elvileg 

teh§t nincs sz¿ks®g a gyºkºk ellenŖrz®s®re.) ĉgy elker¿lhetŖ lenne pl. a P.4.3.1. irracion§lis 

gyºkeinek bonyolult helyettes²t®se (211 +=x   ®s 212 -=x ), vagy kitŤzhetŖ lenne a 4x ï 

5Ö2x + 6 = 0 egyenlet, mert nem kellene ellenŖrizni a x1 = log23 gyºk®t.  
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Persze tºbb ellen®rvet is felsorolhatunk. Ha hivatkozhatunk az ekvivalenci§ra, akkor a 

neh®z helyettes²t®sek jelenleg is elker¿lhetŖk. Ha viszont tºrt®nt nem-ekvivalens §talak²t§s is, 

akkor kifejezetten gondot okozna, hogy az ellenŖrz®s nem kºtelezŖ. (£s ilyet kºnnyen tal§-

lunk: p®ld§ul az egyszerŤ tºrtes egyenletek gyakran elsŖ- vagy m§sodfok¼ egyenlett® alak²t-

hat·k, nem-ekvivalens §talak²t§sokkal.) Ekvivalencia-probl®m§k jelentkezhetn®nek az egyen-

lŖtlens®gek ®s egyenletrendszerek megold§sakor is ®s ²gy tov§bb. (L§sd a fenti P.8.4.6-ot.) 

Az elv egys®ges bevezet®se val·sz²nŤleg nem lehets®ges a kiv®telek miatt sem, ink§bb 

csak Ă§ltal§banò haszn§lhatn§nk, b§r az®rt lenne m®g egy nagy elŖnye. Azokban a feladatok-

ban, ahol csak eszkºzk®nt szerepel az egyenletmegold§s, kºzmegegyez®s alapj§n nem k®r¿nk 

ellenŖrz®st. Ez a nagyfok¼ logik§tlans§g csºkkenhetne a Ăm§sodfok¼-elvò ·vatos bevezet®s®-

vel, mert ezekben a sz§mol§sos feladatokban t¼lnyom·r®szt elsŖ ®s m§sodfok¼ kifejez®sek 

szerepelnek. 

 

Az al§bbi azonos strukt¼r§j¼ p®ld§k megold§saiban P.8.5.2.1-ben nincs, P.8.5.2.2-ben 

pedig van ellenŖrz®s. (A jelens®ggel m§r foglalkoztunk kor§bban pl. 5.8. ®s 5.9-ben, ahol igen 

fontos ®szrev®teleket tett¿nk az ellenŖrz®s elmarad§s§val kapcsolatban. Most az elsŖ p®ld§ban 

az egyenletet ink§bb eszkºzk®nt haszn§ljuk egy f¿ggv®nyes feladatban; m²g a m§sodik p®ld§-

ban tiszta egyenletek megold§s§r·l van sz·. 

 

P.8.5.2.1. KSz 2009. május, 17. b) 
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P.8.5.2.2. KSz 2009. október, 13. a) 

 

 
 

 
 

 ĂEllenŖrz®s®rt vagy ekvivalenci§ra val· hivatkoz§s eset®n j§r a pont.ò A megjegyz®s azt mutatja, hogy itt 

az ¼tmutat· az ellenŖrz®s szŤkebb ®rtelmez®s®t haszn§lja: ellenŖrz®s = visszahelyettes²t®s. 

 

9. Az „ellenőrzés” néhány további megjelenése, értelmezése 

 

Az itt kºvetkezŖ ®rtelmez®sek kiss® t§volabb §llnak az eddig vizsg§lt feladatt²pusokt·l, 

csak a teljess®g kedv®®rt soroljuk fel Ŗket. 

 

9.1. Ellenőrzés a szó köznapi értelmében 

 

A napi munkatev®kenys®g szerves r®sze a k®sz munka Ăfelm®r®seò. Ekkor §ttekintj¿k, 

hogy mit is csin§ltunk, az eredm®ny megfelel-e a c®lnak, esetleg vannak-e tov§bbi fejleszt®si 

lehetŖs®gek ®s ²gy tov§bb. Ez a matematikai munkafolyamatokkal is ²gy van, ilyen tev®keny-

s®g lehet p®ld§ul a megerŖs²tŖ p®ld§k keres®se. Ekkor egy geometriai eredm®nyt speci§lis §b-

ra felv®tel®vel ellenŖrz¿nk, vagy egy egyenlŖtlens®g j· ®s rossz megold§sai kºz¿l n®h§nyat 

pr·bak®ppen visszahelyettes²t¿nk. 

 

9.2. Grafikus megoldás „ellenőrzése” 

 

Grafikus megold§s eset®n tipikus elj§r§s f¿ggv®nyek metsz®spontj§nak leolvas§sa. Ek-

kor a metsz®spont kisz§m²t§sa helyett Ămegsejtj¿kò azt, ®s behelyettes²t®ssel ellenŖrizz¿k a 

helyess®g®t.  

 

P.9.2. ESz 2005. május 10, 6. Tekints¿k a val·s sz§mokon ®rtelmezett 

 f(x) = (p ï 3,5)x2 + 2(p ï 2)x + 6  f¿ggv®nyt, ahol p tetszŖleges val·s param®ter! 

a) Mutassa meg, hogy tetszŖleges p ®rt®k mellett  x = ï2 z®rushelye a f¿ggv®nynek!  (2 pont) 

b) Milyen p ®rt®kek eset®n lesz a f¿ggv®ny m§sik z®rushelye 1-n®l nagyobb?  (14 pont) 
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b) 

 
 

9.3. Ellenőrzés = sejtés igazolása 

 

Az elŖzŖ 9.2. pont §ltal§nos²t§s§r·l van sz·. Egy megfogalmazott sejt®st technikailag 

tºbbf®lek®ppen is ellenŖrizhet¿nk, az elj§r§s a megold§si folyamat r®sze. 

 

9.4. Ellenőrzés = esetfelsorolás 

 

Az ºsszesz§mol§sos kombinatorika feladatokban §ltal§ban nagysz§m¼ eredm®nyt ka-

punk, ezeket Ănem is szok§sò ellenŖrizni. (Mi is lenne ekkor az ellenŖrz®s?) Ennek oka, hogy 

egyr®szt az azonos strukt¼r§j¼ eredm®nyek egys®gesen kezelhetŖk, m§sr®szt pedig §ltal§ban 

is Ă§tl§that·kò. Persze elk®pzelhetŖ olyan feladat, amelyben valamely felt®telek mellett kis-

sz§m¼ eredm®ny ad·dik, ®s a kapott eredm®ny felsorol§sa tekinthetŖ egyfajta ellenŖrz®snek.  

Ez az elj§r§s nem sz¿ks®gk®ppen felesleges. Elk®pzelhetŖ, hogy valamely tov§bbi szŤ-

k²tŖ felt®tel miatt a sejtett megold§sok sz§ma tov§bb csºkken, ®s ezt az ellenŖrz®ssel der²thet-

j¿k ki. (M§s t®makºrŤ feladatokban is szerepelhet ez a fajta ĂellenŖrz®sò.) 

 

9.5. Egzisztencia és konstrukció 

 

Az elŖzŖ 9.4. pont §ltal§nos²t§sak®nt fogalmazhatjuk meg a megold§si konstrukci· 

szerkeszt®s®t, de a t®ma ï a k®tfajta bizony²t§si m·dszer alkalmaz§sa ï ºnmag§ban nagyobb, 

mint a jelenlegi ĂellenŖrz®s-anyagunkò, ²gy ®ppen csak ®rintj¿k.  

Egzisztencia-bizony²t§sr·l akkor besz®l¿nk, ha csak azt mutatjuk meg, hogy a feladat-

nak l®tezik megold§sa, de a konkr®t megold§si ®rt®keket nem adjuk meg. A konstrukci·s bi-

zony²t§s folyam§n t®nylegesen elŖ§ll²tjuk a megold§sokat, vagy elj§r§st adunk a megkeres®-

s¿kre.  

Bizonyos feladatt²pusokn§l gyakori megold§si ¼t ï ®s valamilyen m®rt®kben az ellenŖr-

z®s t®makºr®hez is sorolhat· ï, amikor egy becsl®st vagy korl§tot adunk a megold§sok elem-

sz§m§ra, majd konstrukci·val igazoljuk ezek megl®t®t. 
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P.9.5. ¥t sakkoz· egyfordul·s kºrm®rkŖz®st j§tszik, a j§tszm§k ut§n a gyŖztes kap 1 

pontot, dºntetlen eset®n mindk®t j§t®kos 0,5 pontot kap. A j§tszm§k ut§n a versenyzŖk pont-

sz§mai sz§mtani sorozatot alkotnak, ®s a v®gsŖ eredm®nyhirdet®skor kider¿lt, hogy minden 

j§t®kos legyŖzte az Ŗt kºzvetlen¿l megelŖzŖt. H§ny pontot szerezhettek a j§t®kosok? 

Megoldás: A j§t®kosok kºzºtt ºsszesen 10 pont ker¿l sz®toszt§sra, a harmadik helye-

zettnek 2 pontja van. Ha a sz§mtani sorozat differenci§ja 0, akkor mindenki 2 pontos; ha a dif-

ferencia 0,5, akkor a pontsz§mok 3; 2,5; 2; 1,5; 1. Mivel az elsŖ helyezett legfeljebb 3 pontot 

szerezhet (van egy veres®ge a m§sodikt·l), ²gy tºbb lehetŖs®g nincs. 

 

Ez a megold§s m®g hi§nyos: mintegy ĂellenŖrz®sk®ppenò meg kell adni mindk®t esetre 

egy-egy konstrukci·t, hogy a tal§lt esetek val·ban elŖ§llhatnak. A konstrukci· lehet p®ld§ul 

az egyes eredm®nyeket tartalmaz· t§bl§zat: 

 

 A B C D E    A B C D E 

A ï 0 0,5 0,5 1   A ï 0 1 1 1 

B 1 ï 0 0,5 0,5   B 1 ï 0 0,5 1 

C 0,5 1 ï 0 0,5   C 0 1 ï 0 1 

D 0,5 0,5 1 ï 0   D 0 0,5 1 ï 0 

E 0 0,5 0,5 1 ï   E 0 0 0 1 ï 

 

9.6. A feladat „hitelességének” az ellenőrzése 

 

N®zz¿nk k®t p®ld§t, mindkettŖ megold§sa hib§s. 

 

P.9.6.1. Egy 50 r®sztvevŖs szociol·giai felm®r®s egyik k®rd®s®re csak 48-an v§laszol-

tak, 1-tŖl 5-ig terjedŖ eg®sz sz§mmal. Az adatsokas§g m·dusza 4, medi§nja 3,5, §tlaga kerek 

4 volt. Hogyan v§ltozott meg a h§rom statisztikai mutat·, ha az ut·lagosan bek®rt k®t adat 

4 ®s 5 volt?  

Megoldás (hibás): A m·dusz maradt 4 (a leggyakoribb adat nem v§ltozott). A medi§n 4 

lett. (Kor§bban a monoton nºvekvŖ sorozatba rendezett adatok 24. ®s 25. eleme 3 ®s 4 volt; 

ut·lag a 25. ®s 26. v§lasz egyar§nt 4.) Az adatok ºsszege kor§bban 48Ŀ4 = 192 volt, ut·lag 

192 + 9 = 201-re m·dosult. Az §tlag teh§t 
50

201
 = 4,02 lett. 

 

P.9.6.2. Egy t®glatest egyik cs¼cs§ban ºsszefut· h§rom hat§rlap §tl·i 18 dm, 28 dm ®s 

38 dm hossz¼ak. Mekkora a test§tl·? 

Megoldás (hibás): Jelºlje a t®glalap egy cs¼csba fut· ®leit a, b, c. Ekkor a lap§tl·k 

n®gyzet®nek hossz§ra a2 + b2 = 182, a2 + c2 = 282,  b2 + c2 = 382 ad·dik; a d test§tl· hossz§ra 

d2 = a2 + b2 + c2 = 
2

382818 222 ++
, innen 

2

25522
=d  å 35,72 (cm). 

 

Mindk®t megold§ssal az a baj, hogy ha alaposabban megvizsg§ljuk az adatokat (Ăellen-

Ŗrz¿nkò), akkor kider¿l, hogy a feladat felt®telei nem lehets®gesek. K®rd®s, hogy ezt a megol-

d·nak ®szre kell-e venni? 

P.9.6.1-ben p®ld§ul ¼gy okoskodhatunk a megold§skor, hogy ha val·ban l®tezik a szo-

ciol·giai felm®r®s, akkor a m·dusz, a medi§n ®s az §tlag csak a le²rtak szerint v§ltozhat. (£s 

ez egy igaz §ll²t§s.) Ezt elmondhatjuk P.9.6.2-re is: ha l®tezik a feladatbeli t®glalap, akkor §t-
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l·ja csak å 35,72 cm hossz¼ lehet. (Hogy l®tezik, az pedig nyilv§nval·, mert a feladat ezt §l-

l²tja.) 

Nem szok§s hamis §ll²t§sokat szerepeltetni a kitŤzºtt feladatokban, a fentiekhez hasonl· 

helyzet jellemzŖen a feladat ºssze§ll²t·j§nak hib§ja miatt §ll elŖ. A helyzet kezel®se is kiss® 

Ăzavarosò, ilyenkor a pontoz§s §ltal§ban maxim§lisan j·indulat¼. Ennek ellen®re ez a fajta va-

l·s§g-ellenŖrz®s ®ppens®ggel hozz§tartozhatna a megold§si kult¼r§nkhoz. (P®ld§ul egy teszt-

feladat egy megadott kºr adott pontj§ba h¼zott ®rintŖj®nek egyenlet®t k®rdezi. Kºnnyen el-

k®pzelhetŖ egy ĂNincs ilyen egyenes.ò vagy ĂEgyik kor§bbi egyenlet sem j·.ò v§laszthat· v§-

lasz, ha pl. a megadott pont nincs a kºrºn.)  

Jelenleg teh§t a Ăfeladat hiteless®g®nek az ellenŖrz®seò §ltal§ban nem kºvetelm®ny. 

(De csak §ltal§ban. Mert az®rt olyan feladat is elk®pzelhetŖ, ahol a kapott n®h§ny ®rt®k hite-

less®g-ellenŖrz®sekor kider¿l, hogy nem mindegyik megfelelŖ; ®s ebben a pillanatban a hite-

less®g-ellenŖrz®s m§r a megold§s szerves r®sz®v® v§lik. Kicsit hasonl·k a metarejtv®nyek, 

vagy ilyen helyzet §llna elŖ, ha pl. P.9.5. (kºrm®rkŖz®s eredm®nye) valamelyik t§bl§zat§t nem 

lehetne megkonstru§lni.) 

 

1.5. Vizsgálat („ellenőrzés 5.”) 

P·lya Gyºrgy A gondolkod§s iskol§ja c. mŤv®ben a feladatmegold§s r®szek®nt ®rtelme-

zi a megold§s vizsg§lat§t. Ez n§la a megold§s negyedik l®p®se, jelenti a megold§s vagy bizo-

ny²t§s lehets®ges ellenŖrz®s®t, m§s megold§si m·dszerek keres®s®t, a tov§bbi alkalmazhat·-

s§g elemz®s®t (§ltal§nos²t§s). Ezzel a gondolattal minden matematika-t®makºrben tal§lko-

zunk, p®ld§ul egy tipikus Ăvizsg§latò a geometriai szerkeszt®sek diszkusszi·ja. Az elj§r§s 

m§st ®s tºbbet jelent, mint az ellenŖrz®s kor§bbi ®rtelmez®sei, hiszen itt p®ld§ul a bizony²t§s 

ellenŖrz®s®rŖl is sz· van.  

 

1.6. Persze tov§bbi ®rtelmez®sek is elk®pzelhetŖk, az Olvas· is kedv®re elmerenghet a 

k®rd®sen. Mi egy utols· p®ld§t adunk: egy m§sik gondolatmenettel, egy m§sodik megold§ssal 

(ami azonos v®geredm®nyt ad) bizonyosabb§ tehetj¿k, hogy helyesen dolgoztunk. A gyakorlat 

azt mutatja, hogy ha valamit tºbbf®lek®ppen is meg lehet oldani, ®s minden esetben ugyanazt 

az eredm®nyt kapjuk, akkor biztosabban §ll²thatjuk, hogy j·l gondolkoztunk. Ez teh§t egyfajta 

gondolatmenet-ellenŖrz®s.  

 

10. Válasz 

 

Kor§bban m§r tal§lkoztunk a v§lasz, eredm®ny, pontos ®rt®k fogalmakkal, vel¿k kap-

csolatban most n®h§ny probl®m§t azonos²tunk. 

 

10.1. A válasz fogalma 

 

Az ®retts®gi dolgozatok elŖlapj§n szerepel a kºvetkezŖ mondat: Ă8. A feladatok v®g-

eredm®ny®t (a feltett k®rd®sre adand· v§laszt) szºveges megfogalmaz§sban is kºzºlje!ò 

Az utas²t§s nem ²rja elŖ, hogy eg®sz mondattal kell v§laszolni, a gyakorlatban (®s az 

¼tmutat·kban) technikailag k¿lºnf®le elj§r§sok szerepelnek. Sajnos hi§nyzik a kºzmegegye-

z®s, nem egys®ges a Ăv§laszad§sò kezel®se. N®h§ny p®lda:  

 

10.1.1. Nincs semmi. (P®ld§ul a megold§s befejez®se: Ăx1 = 1, x2 = 2. EllenŖrz®s.ò) 

10.1.2. Az eredm®nyt k®tszer al§h¼zza a vizsg§z·. 

10.1.3. Rºvid kºzl®s, p®ld§ul: ĂEredm®ny: x = 3.ò 
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10.1.4. A vizsg§z·i megold§sokban ®s az ¼tmutat·ban is nagyon gyakori az utols· (§lta-

l§ban 1 pontos) sz§mol§si l®p®s ®s a v§lasz egybemos§sa. 

10.1.5. A v§lasz ®s az ellenŖrz®s is gyakran egy¿tt szerepel. 

 

10.1.2. Ellentmond a sz· szerinti elŖ²r§soknak, de a gyakorlatban §ltal§ban elfogadj§k a 

jav²t§s sor§n. (ĂM®gis csak tºbb, mintha semmi nem szerepelne.ò) A 10.1.3. ellen nem na-

gyon lehet kifog§s, de 10.1.4. ®s 10.1.5. felvet n®h§ny probl®m§t. 

Az al§bbi megold§sr®szletekben P.10.1.1-ben nincs szºveges v§lasz; P.10.1.2-ben az 

utols· sz§mol§si l®p®s ®s a v§lasz egybeszerkesztett, P.10.1.3-ban pedig a v§lasz ®s az ellen-

Ŗrz®s egybeszerkesztett. 

 

P.10.1.1. KSz 2006. május 

 
 

(megold§sr®szlet) 

 
 
A megold§sr®szletben kicsit sokallhatjuk az elsŖ l®p®sre adott 3 pontot; viszont a rºvid ®s kºnnyŤ feladat 

nem ig®nyli, ¼gy ®rezz¿k, hogy k®t k¿lºn l®p®sben szerepeljen az eredm®ny ®s a v§lasz. 

 

P.10.1.2. 2005. május 28. 18.c) (megold§sr®szlet) 

 
 
Itt is el®gg® Ăegybetartoz·nakò ®rezz¿k az eredm®nyt ®s a v§laszt. B§r a 0,26 kisz§mol§sa ®rhetne tov§bbi 

+1 pontot. 

 

P.10.1.3. KSz 2010. május  
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Ez utols· p®ld§ban tal§n m®g ellenŖrizhetn®nk a modellt: 1,6 ®s 14,4 sz§mtani ®s m®r-

tani kºzepe val·ban 8, illetve 4,8. Kiss® nyugt§z§snak tŤnik (b§r ²gy egy¼ttal a tiszta egyenle-

tet is ellenŖrizn®nk). ĂCsaknemò ¼jrasz§mol§sr·l van sz·, de az®rt a megold§sban 

( ) 848 ,xx =-  ²rhat· fel, ®s ez el®g t§vol esik a 
2

41461 ,, +
 ®s 41461 ,, Ö  ellenŖrz®sbeli ki-

sz§mol§s§t·l.) 

(£s a modell vizsg§lat§hoz m®g a kapott sz§mok pozitivit§s§nak ellenŖrz®se is hozz§tar-

tozhat.) 

 

10.2. A válasz problémái 

 

10.2.1. Az utolsó megoldási lépés és a válasz egybemosása 

 

A fenti 10.1.4. elj§r§s gyakoris§g§t (utols· megold§si l®p®s ®s v§lasz egybemos§sa) a 

vizsg§z· szempontj§b·l kºnnyŤ meg®rteni: nem kell m®g egyszer (feleslegesen?) le²rni a szº-

veges v§laszt. A jav²t§si ¼tmutat· elj§r§sa is ®rthetŖ, hiszen ²gy nem kell k¿lºn ponttal ®rt®-

kelni a v§laszt; ezt a technik§t alkalmazva kicsit nagyobb a mozg§st®r a feladat tºbbi pont-

sz§m§nak sz®toszt§s§ra. A probl®ma akkor ad·dik, ha a k®t ºsszetevŖbŖl hi§nyzik az egyik. 

P®ld§ul j· az utols· l®p®sben 
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 fel²r§sa, de a szºveges v§lasz hi§nyzik; ekkor a 0 

vagy 1 pont kºzºtt dºnteni kell. 

 

10.2.2. Az ellenőrzés és a válasz sorrendje 

 

A 10.1.4. elj§r§s sz¿ks®gk®ppen meghat§rozza az ellenŖrz®s ®s a v§lasz sorrendj®t. ([3] 

szerint ez igencsak problematikus.) Elvileg eredm®ny ï ellenŖrz®s ï v§lasz a helyes logikai 

sorrend, de ha az utols· megold§si l®p®st ®s a v§laszt egy¿tt adjuk meg, akkor csak az ered-
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m®ny ï v§lasz ï ellenŖrz®s sorrend lehets®ges. Az al§bbi P.10.2.1-ben a helyes sorrendet sz®-

pen val·s²tja meg az ¼tmutat·.  

 

P.10.2.1. KSz 2007. október 

 
 

a))(megold§sr®szlet) 

 
 
Ebben a korai ¼tmutat·ban nyitott k®rd®s maradt, hogy pontosan mit is v§rt el az ¼tmutat· ellenŖrz®sk®nt. 

 

Mindenesetre ï fŖleg ha helyes a v®geredm®ny ï a logikai sorrend megv§ltoztat§sa nem 

tŤnik s¼lyos probl®m§nak. A megold· szempontj§b·l ®rthetŖ a helyzet: a kapott eredm®nyt 

k®tszer al§h¼zza (esetleg m®g egy-k®t sz·t mell® is ²r v§laszk®nt), majd ellenŖriz. 

A jav²t§s sor§n mindig elfogadj§k az eredm®ny ï v§lasz ï ellenŖrz®s sorrendet is. 

 

10.2.3. Mértékegységek és válasz 

 

A 10.1.4. elj§r§s kiemeli a m®rt®kegys®gekkel kapcsolatos neh®zs®geket is. (Alapvet®s, 

hogy a v§lasz csak a m®rt®kegys®ggel egy¿tt teljes; de sajnos a m®rt®kegys®gek sz§monk®r®-

se szint®n nem egys®ges az ¼tmutat·kban. [3]-ban tºbb m®rt®kegys®g-haszn§lattal kapcsola-

tos probl®ma tal§lhat·.) 

         A megold§s sor§n §ltal§ban kiv§lasztunk egy m®rt®kegys®get, amelyet egys®ges²t¿nk, s 

amellyel v®gig dolgozunk, de amit a sz§mol§s kºzben (feleslegesen) m§r nem ²runk ki. Ha az 

utols· sz§mol§si l®p®s ®s a v§lasz egybeesik, akkor csak z§r·jellel szerepelhet a m®rt®kegy-

s®g, p®ld§ul ²gy: Ă2Ö2 = 4 (cm2) a ter¿let.ò (A m®rt®kegys®get nem ²rhatjuk ki, mert az egyen-

let bal oldal§n nem szerepel.) 

         A jav²t§si ¼tmutat·ban a z§r·jelezett alak (cm2) §ltal§ban azt (is) jelenti, hogy a m®rt®k-

egys®g haszn§lata nem kºtelezŖ. (P®ld§ul akkor, ha egy sz§mol§si r®szeredm®nyt megkapunk, 

de a feladat ennek ®rt®k®re nem k®rdezett r§.) Ha az ¼tmutat· az utols· sz§mol§si l®p®st ®s a 

v§laszt egybemossa, akkor a fentiek ®rtelm®ben csak z§r·jelezett alakot haszn§lhat a v§lasz-

ad§skor, ami a nem kºtelezŖ jellegre is utalhat. Ez helytelen; m®rt®kegys®g n®lk¿li v§laszt ne 

fogadjunk el teljes ®rt®kŤnek.  

Mivel a m®rt®kegys®g ki²r§sa kºtelezŖ, ez esetben nincs m§s lehetŖs®g: az ¼tmutat·ban 

k¿lºn mondattal kell v§laszolni, amelyben szerepelnie kell a m®rt®kegys®gnek. A v§laszt pe-

dig ponttal kell ®rt®kelni, amit a m®rt®kegys®g hi§nya eset®n nem kap meg a vizsg§z·. (Ilyen 

P.10.3.2. lentebb.) 
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10.2.4. Mértékegységek és a kitűzési elv 

 

Egy lehets®ges kitŤz®si technika pl. a òH§ny cm3 a t®rfogataéò k®rd®st²pus. Ez csºk-

kenti a m®rt®kegys®gek haszn§lat§nak s¼ly§t, c®lja (elŖnye) az, hogy a v§lasz m®rt®kegys®g 

n®lk¿l is elfogadhat· legyen. ĉgy a pontoz§s elsŖsorban a feladat ®rdemi, Ămatematikaiò r®-

sz®re tevŖdik §t. 

 

Az ut·bbi ®vekben csºkkent a Ătiszta matematikaò tan²t§si s¼lya, kiss® Ăfellazultò a 

szakszerŤs®g ®s a szakmai precizit§s az oktat§sban, kisebb lett a tanul§s-tan²t§s sor§n az 

absztrakci· szerepe. Ennek elsŖsorban tematikai okai vannak: megjelentek a gyakorlati, 

val·s§gkºzeli feladatok, ®s az alkalmaz§sok ®s modellek kezel®se kev®sb® prec²z munk§t kº-

vetel meg ï tal§n a m®rt®kegys®gek ter¿let®n is. 

Ugyanakkor meg kell jegyezn¿nk, hogy a m®rt®kegys®gekkel val· tev®kenys®g alap-

kompetencia. A feladatot megold· tanul·nak tudatosan kell egyeztetnie az esetleg k¿lºnbºzŖ 

m®rt®kegys®geket, ®s a megold§si l®p®sek sor§n is figyelemmel kell lennie a v§ltoz§sukra. 

(R§ad§sul ennek a kompetenci§nak val·ban van gyakorlati szerepe.) Akkor viszont mi®rt ne 

kºvetelj¿k meg a v§laszban is a m®rt®kegys®get? 

Đgyhogy a kitŤz®si elv alkalmaz§sa (®s bizonyos tananyagelemek Ălaza kezel®seò) he-

lyett ink§bb a m®rt®kegys®gek prec²z haszn§lat§t javasolhatn§nk. A sz§mol§sok kºzben ez a 

vizsg§z· mag§n¿gye, de a v§lasz csak m®rt®kegys®ggel egy¿tt legyen teljes ®rt®kŤ.  

 
Jobbnak tŤnik teh§t a ĂMekkora a t®rfogata éò k®rd®st²pus, b§r ez felveti p®ld§ul a kerek²t®si probl®m§t. 

Nehezen kºthetŖ a t²pushoz pontoss§gi elv§r§s (k®t tizedesjegy pontoss§ggal é), hiszen ilyen k®rd®shez elŖre 

meg kell adni a m®rt®kegys®get is. 

A m®rt®kegys®gek fontoss§g§t esetleg a feladatok kitŤz®sekor is hangs¼lyozhatn§nk, pl. k¿lºnbºzŖ hosz-

sz¼s§g-egys®geket megadva. (Ez a gondolat ritk§n jelenik meg a feladatsorokban.) Egy extr®m p®lda: egy akv§-

rium oldalai 45 cm, 0,6 m, 3,2 dm; h§ny liter a t®rfogata stb.  
 

Az al§bbi p®ld§t a trigonometria ter¿let®rŖl v§lasztottuk. 

 

P.10.2.4. KSz 2005. május 10, 13. Oldja meg a kºvetkezŖ egyenletet a val·s sz§mok 

halmaz§n!  

cos2x + 4cosx = 3sin2x.        (12 pont) 

Megoldásrészlet: 

 
 

Az ¼tmutat·ban a fokokban megadott megold§s elfogad§sa helytelen, hiszen a feladat 

val·s sz§mokat k®r eredm®ny¿l.  

Az ut·bbi ®vekben e tekintetben kiv®tel n®lk¿l egys®gesek a jav²t§si ¼tmutat·k: ha az 

eredm®ny fokokban is megadhat·, akkor a kitŤzŖ az Ăoldja meg az egyenletetò form§t szere-

pelteti, az alaphalmaz megad§sa n®lk¿l. (Ekkor a vizsg§z· v§laszthat, milyen alaphalmazon 

dolgozik.) Ha pedig az egyenletet a val·s sz§mok halmaz§n kell megoldani, akkor a fokokban 

megadott eredm®ny nem kap maxim§lis pontsz§mot. (Ez ut·bbi meg§llap²t§s al·l a kºz®p-

szint I. r®sz®ben kitŤzºtt feladatok kiv®telek lehetnek.) 
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10.2.5. Válasz és ellenőrzés együtt 

 

A 10.1.5. elj§r§s ®rt®kel®sekor (v§lasz ®s ellenŖrz®s egy¿tt szerepel) ism®t az okoz ne-

h®zs®get, ha valamelyik ºsszetevŖ hi§nyzik. Ekkor tiszt§zatlan az adhat· pont sorsa. 

 

10.3. Példák különböző választípusokra 

 

10.3.1. KSz 2011. május  

 
a) (megold§sr®szlet) 

 
b) (megold§sr®szlet) 

 
 

P.10.3.2. KSz 2005. május 29. 12.b) (megold§sr®szlet) 

 
 

A P.10.3.1. a) p®ld§ban A1 = 216p å 679 cm2 ²gy helytelen (m®g akkor is, ha eg®sz cm2-

re kellett kerek²teni). A 216p-nek pl. az elŖzŖ sor v®g®n, z§r·jelben kellene szerepelnie. 

A P.10.3.1. b)-ben az elsŖ z§r·jel (å 17p å 53,4) azt jelzi, hogy nem kºtelezŖ a benne 

szereplŖk ki²r§sa (az ²vhossz nem volt k®rd®s); a m§sodik (cm) z§r·jel ugyanezt jelzi (b§r 

haszn§lata k®nyszer); az utols· k®t sorban viszont a z§r·jel haszn§lata helytelen. Az utols· 

elŖtti jav²that· p272  (å 320 ) (cm2)-re, de az utols· sor m®g ebben a p2144  (å 640 ) 

(cm2) alakban is hib§s lenne, hiszen a m®rt®kegys®g n®lk¿li v§laszt is elfogadhat·v§ tenn®. 
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P.10.3.2. B§r egy mŤveleti l®p®s ®s a v§lasz egybeszerkesztett, helyes ®s megkºvetelt a 

m®rt®kegys®g haszn§lata. 

Az ellenŖrz®s ®s a v§lasz egybeszerkeszt®s®re igen gyakori, egy kor§bbi p®lda P.7.4. 

(ĂEllenŖrz®s: é , ami val·ban megold§s.ò) 

 

10. Megjegyzések, következtetések 

 

1. Alapelv, hogy szºveges k®rd®sre szºveges v§laszt kell adni. (B§r a Ăszºveges k®rd®sò 

sem egy®rtelmŤ fogalom.)  

2. Jelenleg a Ăszºveges v§laszò kezel®se bizonytalan, nem egy®rtelmŤ. Az ¼tmutat· 

elŖ²r§sa ï miszerint minden eredm®ny szºveges form§ban kºzlendŖ ï szokatlan, a kialakult 

tan²t§si gyakorlatnak nem felel meg. (Lehet, hogy a sz· szerinti elŖ²r§s kiss® anakroniszti-

kus?) Tal§n ®ppen ez®rt a vizsg§ztat·i-jav²t§si gyakorlat nem kezeli t¼l szigor¼an ezt a k®r-

d®st, de ¼gy tŤnik, komolyabb probl®ma ebbŖl nem ad·dik. 

3. Vigy§zni kell az egybemos§sokkal: ha az utols· megold§si l®p®s vagy az ellenŖrz®s 

®s a v§lasz egy¿tt szerepel a pontoz§si ¼tmutat·ban, akkor valamelyik ºsszetevŖ hi§nya ese-

t®n nehezen pontozhat· az egys®g. 

 

A pontoz§si ¼tmutat· tan²t· t²pus¼, legink§bb ezen kereszt¿l tud v®lem®nyt nyilv§n²tani 

a bizotts§g. Nagyon sokan felhaszn§lj§k a tan²t§sban ®s az egy®ni felk®sz¿l®s sor§n is, ²gy fel-

t®tlen¿l visszahat§sa van a tan²t§si folyamatra. £ppen ez®rt nagyon fontos az egy®rtelmŤs®g, a 

kºvetkezetess®g megval·s²t§sa. Erre k®t p®ld§t adunk. 

 

4. Ha m§r egyszer a szºveges v§lasz (a kºtelezŖ) elŖ²r§s, akkor ez jelenjen meg az ¼t-

mutat·ban is, ak§r a tºltel®kszavak szintj®n. Teh§t pl. P.10.1.1.-ben a befejez®s ne az legyen, 

hogy Ăå 11,7 (m)ò, hanem Ăå 11,7 (m) a t§vols§g.ò (M®g akkor is, ha a v§laszt nem szeret-

n®nk k¿lºn ponttal jutalmazni.)  

5. Jelenleg a m®rt®kegys®gek haszn§lat§ban sem egy®rtelmŤek a kºvetelm®nyek, ®s ez a 

bizonytalans§g nyilv§n k§rokat okoz. Mivel a m®rt®kegys®gek szerepeltet®s®tŖl nem tekinthe-

t¿nk el, k®zenfekvŖnek l§tszik, hogy egys®gesen, minden ®rintett feladatban, v§laszad§skor 

kºvetelj¿k meg haszn§latukat. 

 

V®g¿l m®g k®t megjegyz®s a kitŤz®si oldalr·l. 

6. A szºveges feladatok eset®ben c®lszerŤnek tŤnik egy-egy feladaton bel¿l tºbb min-

denre r§k®rdezni. Ekkor a vizsg§z· Ăk®nytelenò az egyenlet megold§sa ut§n m®g tov§bbi 

(gondolati ®s technikai) l®p®seket tenni, ®s a tºbbf®le eredm®ny megk¿lºnbºztet®se miatt szº-

vegesen is v§laszolni. 

7. Vitatott szitu§ci·kban a vizsg§z· jav§ra kell dºnteni ï ez jav²t§si alapelv. P®ld§ul 

egy hat§reset a Ăv§laszò-ra: a megold§s elej®n megjelenik a Ăjelºlj¿k a k®rd®ses t§vols§got d-

velò formula; a feladat v®g®n pedig Ăd = 2 cmò, esetleg k®tszer al§h¼zva. Az ilyen helyzetek 

kezel®se ï az ®retts®gi dolgozatok jav²t§s§nak szelleme alapj§n ï rem®lhetŖleg egys®ges, ®s az 

®rt®kel®s j·indulat¼an a vizsg§z· jav§ra tºrt®nik. 

 

11. Eredmény 

 

11.1. Az „eredmény” fogalma a gyakorlatban 

 

Nem tiszt§zott egy®rtelmŤen, milyen sz§mokat fogadunk el eredm®ny gyan§nt. P®ld§k 

k¿lºnbºzŖ Ăeredm®nyekre:ò 
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P.11.1.1. KSz 2005. május 10. 16. a), b) 

a) (megold§sr®szlet) 

 

 
 

P.11.1.2. KSz 2005. május 28. 18. c) (megold§sr®szlet) 

 
 

P.11.1.3. KSz 2005. május 29. 
16. Tekints¿k a koordin§tarendszerben adott A(6; 9), B(ï5; 4) ®s C(ï2;1) pontokat! 

a) Mekkora az AC szakasz hossza?        (2 pont) 

b) ĉrja fel az AB oldalegyenes egyenlet®t!       (4 pont) 

c) Igazolja (sz§m²t§ssal), hogy az ABC h§romszºg C cs¼cs§n§l der®kszºg van!  (6 pont) 

d) ĉrja fel az ABC h§romszºg kºr¿l²rt kºr®nek egyenlet®t!     (5 pont) 

 

(megold§sr®szlet) 

 
 

P.11.1.4. KSz 2005. május 29. 18. Anna, B®la, Cili ®s D®nes sz²nh§zba megy. Jegy¿k a 

bal oldal 10. sor 1., 2., 3., 4. hely®re sz·l. 

a) H§nyf®le sorrendben tudnak le¿lni a n®gy helyre?     (2 pont) 

 

 
 

P.11.1.5. KSz 2006. október 
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P.11.1.6. KSz 2008. május 

 
 

b) (megold§sr®szlet) 

 
 

P.11.1.7. KSz 2012. október 18. b) (megold§sr®szlet) 

 
 

P.11.1.1.a)-ban elfogadhat· v®geredm®nyk®nt a 75p (m®rt®kegys®g n®lk¿l), a P.11.1.1. 

b)-ben a 
3

3525 Öp
 m§r nem; igaz, ez bonyolultabb kifejez®s. P.11.1.2-ben elfogadhat· 
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, P.11.1.7-ben a hasonl· kifejez®st tov§bbi r®szpont®rt ki kell sz§m²tani. P.11.1.3-

ban Ămindentò elfogadunk (az utols· h§rom alak kºz¿l), P.11.1.4-ben ®s P.11.1.6-ban sem 

kell a 4!, illetve a 3Ö64  kifejez®seket kisz§molni. P.11.1.5-ben pedig a pontos irracion§lis 

sz§m az Ăalapmegold§sò, de mellette annak kºzel²tŖ ®rt®ke is elfogadhat· (szerencs®re, mert 

egyes tanul·knak a val·s sz§mot adja eredm®ny¿l a sz§mol·g®pe). 

 

11.2. Az „eredménnyel” kapcsolatos problémák 

 

Egy javaslat [3]-ban, hogy ha a sz§mszerŤ v®geredm®nyben mŤveleti jelek ®s f¿ggv®ny-

jelek szerepelnek, akkor el kell v®gezni az egyszerŤs²t®seket, ®s v®geredm®nyk®nt tizedestºrt-

alak¼, legal§bb k®t tizedesjegy pontoss§g¼ val·s sz§mot kelljen megadni.  

Ekkor azonban az ellenŖrz®ssel gondjaink lenn®nek: a tizedestºrt-alak §ltal§ban kºzel²tŖ 

®rt®k, amivel nem lehet ellenŖrz®st v®gezni. (Az pedig felt®tlen¿l k²v§natos, hogy ne legyen 

egy k¿lºn eredm®ny a v§lasz, egy m§sik pedig az ellenŖrz®s c®lj§ra.) 

Fentebb l§ttuk, hogy az egys®ges²tŖ konvenci· hi§ny§ban az ¼tmutat· a legk¿lºnf®l®bb 

alak¼ eredm®nyeket adja meg: ha nincs kerek²t®si elŖ²r§s, akkor szerepelhetnek racion§lis ®s 

irracion§lis sz§mok, egyszerŤ vagy nagyobb sz§mokb·l §ll· tºrtek, kevesebb vagy tºbb mŤ-

veleti ®s f¿ggv®nyjelet tartalmaz· kifejez®sek. Haszn§lhatunk norm§l alakot, a Ăt¼l kicsiò 
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vagy Ăt¼l nagyò eredm®nyre vezetŖ kifejez®seket nem sz¿ks®gszerŤ egyszerŤs²teni. A sor bo-

nyolultabb v®g®n a P.11.1.2. 
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 vagy a P.4.3.2-beli 
3

1
log 54,  §llé  

Csak valami olyasmit v§runk el teh§t az Ăeredm®nytŖlò, hogy viszonylag egyszerŤ alak¼ 

legyen, ®s ne tartalmazzon t¼l sok mŤveleti jelet. (Ha a kifejez®s kºnnyen tov§bbi egyszerŤbb 

alakra hozhat·, akkor az egyszerŤs²t®seket §ltal§ban elv®gzi az ¼tmutat·. B§r P.11.1.7-ben a 

1716

372
 tºrt egyszerŤs²t®se nem volt elŖ²r§sé)  

 

11.3. Az eredmény és a kitűzési elv 

 

A kitŤz®si oldal bizonyos egyszerŤ m·dszerekkel befoly§solhatja az eredm®ny alakj§t. 

N®h§ny ezek kºz¿l: 

1. Megfogalmazhat· kºzvetlen k®r®s, p®ld§ul: Ăaz eredm®nyt tov§bb m§r nem egysze-

rŤs²thetŖ, kºzºns®ges tºrt alakban adja megò.  

2. A ĂHat§rozza megò helyett alkalmazott ĂSz§m²tsa kiò forma sz§mszerŤ v®gered-

m®nyre utalhat. 

3. ElŖ²rhat· a v®geredm®ny pontoss§ga; ekkor az esetleges kerek²t®si elŖ²r§s megkºve-

teli a kºzel²tŖ, tizedes tºrt alakot. (Mint kor§bban l§ttuk, ez egy¼ttal az ellenŖrz®s v®grehajt§-

s§t is eltºrli, mivel kºzel²tŖ ®rt®kkel nem lehet ellenŖrizni.) 

4. Kor§bban l§ttuk, hogy m®rt®kegys®gek szerepl®se eset®n az esetleges pontoss§gi elŖ-

²r§s m§r a k®rd®sfeltev®skor megkºveteli a m®rt®kegys®g rºgz²t®s®t. 

 

11.4. A részeredményeket ismétlő válasz problémája 

 

A P.2.5. feladatban a [ï2,5; 2,5] intervallumon kellett megoldani az x3 ï 3x = 0 egyenle-

tet. A megold§s: 

 

 
 

A v§laszban megism®telt¿k az x Í [ï2,5; 2,5] felt®telt, de ez nem §ltal§nos szok§s. 

Gyakran megel®gsz¿nk a kºvetkezŖ z§r·mondattal: Ă31 -=x , 02 =x , 3-=x  megold§-

sok.ò  Vagy: ĂEredm®ny: 31 -=x , 02 =x , 3-=x .ò 

Az eredm®ny alakj§val kapcsolatban jelenleg nincs elfogadott konvenci· (sz¿ks®ges-e a 

r®szeredm®nyek ºsszevon§sa, a kiv®telek megism®tl®se, a felt®telekre val· ¼jrahivatkoz§s 

stb.), ®s az ¼tmutat·k sem kezelik egys®gesen a k®rd®st. N®h§ny hasonl· p®lda: 
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P.11.4.1. Egy feladat k®t r®szeredm®nye ï2 ¢ x < 2, valamint (ôvagyô) 1 ¢ x < 3. K®szen 

vagyunk, vagy vonjuk ºssze az eredm®nyt a ï2 ¢ x < 3 egyszerŤbb alakba? /egyszerŤbb alak/ 

P.11.4.2. EgyenlŖtlens®g megold§s§t k®t r®szletben v®gezz¿k. I. Ha x = 0, akkor kide-

r¿l, hogy nincs megold§s. II. Ha x  ̧0, akkor az eredm®ny ï2 ¢ x < 3. Ez ²gy rendben van, 

vagy m®g egyszer le kell ²rni: x Í [ï2; 3[ \ {0}? /felt®telism®tl®s/ 

P.11.4.3. Egy kikºt®s szerint x  ̧1, x  ̧3. Az eredm®ny ï2 ¢ x < 4. A v§laszban ¼jra ki 

kell z§rni a kikºt®sben szereplŖ elemeket? (£s ha ï2 ¢ x < 2 az eredm®ny?) /kik¿szºbºlt ele-

mek/ 

P.11.4.4. ĂA h§romjegyŤ term®szetes sz§mok kºzºtt nincs pr²m, mert mindegyik oszt-

hat· 3-mal.ò Ki kell-e ²rni azt a nyilv§nval· t®nyt, hogy 3-n§l nagyobb sz§mokr·l van sz·? 

(£s akkor ki kell ²rni, ha a megold§sban kor§bban szerepelt, hogy xxx<100 ?)  

P.11.4.5. A 6-os sz§mrendszerben kapott eredm®ny x = 2316. K®szen vagyunk, vagy 

m®g oda kell ²rni, hogy a sz§mjegyek 6-n§l kisebbek? £s akkor mi a helyzet, ha a Ă6-n§l ki-

sebb sz§mjegyekò felt®tele kor§bban szerepelt a megold§s folyam§n? /helyess®g meg§llap²t§-

sa/ 

P.11.4.6. ĂOldja meg a 0
7

22
<

-

-

x

x
 egyenlŖtlens®get az eg®sz sz§mok halmaz§n! 

Megold§s: 1 < x < 7.ò 

Meg kell ism®telni a v§laszban, hogy x eg®sz sz§m? Esetleg fel kell sorolni a 2, 3, 4, 5, 

6 eseteket? 

 

Term®szetesen sorolhatn§nk m®g tov§bb a p®ld§kat, de tal§n l§that· a vit§s helyzet. Ek-

kor az a k®rd®s vetŖdik fel, hogy egy kor§bban m§r meg§llap²tott felt®telt vagy r®szeredm®nyt 

ism®t ki kell-e ²rni a v®geredm®ny szerepeltet®sekor. (A jav²t· tan§r oldal§r·l a k®rd®s ¼gy 

sz·l, hogy a megold· tudat§ban van-e annak, hogy a megold§sa val·ban helyes, a felt®telek-

nek megfelel; vagy csak elfelejtette ºsszevetni az eredm®nyt a felt®telekkel, ®s Ăszerencs®je 

vanò. A kitŤz®si elv oldal§r·l n®zve a helyzet egyszerŤ: olyan feladatot kell szerepeltetni, 

amikor a feled®keny vagy blºffºlŖ di§k lebukik. Vagy amit kor§bban is jelezt¿nk: tºbbf®le 

k®rd®s is feltehetŖ, ®s az ezekre kapott v§laszok egy®rtelmŤs²tik a helyzetet.)  

N®h§ny esetben vannak kialakult konvenci·k, p®ld§ul az ô®sô t²pus¼ megold§shalmazo-

kat §ltal§ban ºsszevonjuk, elk®sz²tve a halmazok metszet®t; m²g p®ld§ul a trigonometrikus 

gyºkrendszereket §ltal§ban nem. Mint eml²tett¿k, a t®m§ban sajnos nincs §ltal§nosan elfoga-

dott, kialakult gyakorlat, ®s az ¼tmutat·k sem egys®gesek. Mindenesetre a probl®mat²pus egy 

r®sze onnan sz§rmaztathat·, hogy az eg®sz mondatos, eredm®nyt tartalmaz· z§r·v§lasz nem 

v§lt §ltal§nos gyakorlatt§. 

 

A tiszt§zatlan helyzeteket §ltal§ban a fontos jav²t§si elv seg²ts®g®vel kezelhetj¿k: esze-

rint k®ts®g eset®n a vizsg§z· jav§ra kell dºnteni. 

 

11.5. „Pontos érték” 

 

A feladatsorok megold§sakor ï az ¼tmutat·k szerint ï kifejezetten ritk§n van sz¿ks®g a 

pontos ®rt®kekkel tºrt®nŖ sz§mol§sra. Tipikus k®rd®sek, amik pontos v§laszt ig®nyelnek: me-

lyik mennyis®g a nagyobb; szºgei szerint milyen fajta h§romszºget kaptunk; mekkora az 

egyenesek vagy vektorok bez§rt szºge (a merŖlegess®g probl®m§ja); igaz-e a h¼rn®gyszºg-

tulajdons§g stb. N®ha formai elŖ²r§s szerepel: ĂAz eredm®nyt eg®sz sz§mok h§nyadosak®nt 

adja meg!ò  
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Egy konkr®t p®lda: 

 

P.11.5. ESz 2012. október, 8. A der®kszºgŤ koordin§ta-rendszerben az ABC h§rom-

szºg cs¼csai: A(2; 1), B(7; ī4), C(11; p). Hat§rozza meg a p param®ter pontos értékét, ha a 

h§romszºg B cs¼cs§n§l levŖ belsŖ szºge 60Á-os. 

 

 
 

A Ăpontos ®rt®kò fogalma defini§latlan.  

Ćltal§ban zavartalanul haszn§ljuk, ®s kºr¿lbel¿l tudjuk, mit jelent, vagy hogy mire gon-

doljunk alkalmaz§sakor. [3] szerint a Ăpontos ®rt®kò csak racion§lis sz§m lehet. Ezzel a defi-

n²ci·val azonban neh®z helyzetet teremten®nk: probl®m§t jelentene az 21=x  eredm®ny, a 

4x ï 5Ö2x + 6 = 0 egyenlet megold§sa (3log21=x ), vagy az p
p

kx +=
2

1  gyºkºk ellenŖrz®se. 

Ez ut·bbi form§val, a trigonometri§ban szereplŖ periodikus gyºkºk ellenŖrz®s®vel ko-

r§bban m§r tal§lkoztunk (8.1.). Ez volt az a szerencs®s helyzet, amikor a pontos ®rt®k haszn§-

lata automatikus, ®s nem ig®nyelt hosszadalmas indokl§st. (Az eredm®nyben ®s a v§laszban is 

a pontos irracion§lis ®rt®knek kell szerepelnie ï ha ellenŖrizni akarunk.) 

 

11. Megjegyzések, következtetések 

 

1. Az Ăeredm®nyò kezel®se el®gg® Ăv§ltozatosò az ¼tmutat·kban, ®s nem is nagyon k®p-

zelhetŖ el egys®ges²tŖ elŖ²r§s. A szer®ny elv§r§snak megfelelŖen §ltal§ban j·indulat¼ a ponto-

z§s, ®s az eredm®nnyel kapcsolatos kºvetkezetlens®gekbŖl nem szokott probl®ma sz§rmazni. 

2. A bonyolultabb kifejez®sek eredm®nyk®nt tºrt®nŖ elfogad§sa szakmailag azzal indo-

kolhat·, hogy kisz§m²t§suk a mai sz§mol·g®pekkel §ltal§ban nem okoz neh®zs®get. (Ha maga 

a g®phaszn§lat az ®rt®kelendŖ, akkor esetleg k¿lºn is megfogalmazhat· a sz§mol§si felh²v§s.) 

M®gis, a jelenlegi pontoz§si gyakorlat ink§bb a sz§mszerŤ v®geredm®ny elŖ§ll²t§s§t kºveteli 

meg, hiszen bizony a g®phaszn§lat is egy fontos kompetencia. 

3. Az itt l®vŖ bizonytalans§g gyakorlati probl®m§kat sz¿lhet. Ha az egyik vizsg§z· nagy 

munk§val kisz§mol egy bonyolult kifejez®st, h§tr§nyba ker¿l azzal szemben, aki semmit nem 

csin§lt, de az ¼tmutat· alapj§n ugyanannyi pontot kapott. Az ¼tmutat·ban teh§t lehetŖleg el 

kell ker¿lni a hasonl· eseteket. Praktikusan ez azt jelenti, hogy a bonyolult eredm®ny-

kifejez®sek eset®n m§r a feladat szºveg®n®l ®rdemes jelezni, sz¿ks®g van-e a sz§mszerŤ v®g-

eredm®nyre, vagy sem. (Az egys®ges gyakorlat is ir§nyad· lehet, b§r egy§ltal§n nem biztos, 

hogy a gyakorlattal kapcsolatban minden di§k kellŖen t§j®kozotté)  


